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El método de Galerkin.

El método de Galerkin:

» Sea {Hyp}r~0 una familia numerable de subespacios de H
de dimension finita tal que

a) Hy, C H; paratodo h > h,
b) U{H\: h >0} esdenso en H.

» Esquema de Galerkin: Hallar u;, € Hy, tal que
A(Uh, Uh) - F(vh) \V/Uh, S Hh‘

Existencia y unicidad: Existe un tnico u; solucion del
esquema de Galerkin?

Convergencia:

|lu—upl; — 0 cuando h — 07
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Un problema de Dirichlet.

Teorema de Lax-Milgram (caso discreto) Suponga que
» Se cumplen las hipétesis del Teorema de Lax-Milgram
Generalizado.
» Existe o* > 0 independiente de h, tal que
A(Uh, wh)

lwnll g
v’ Paratodo wy € Hp, wp #0:  sup,, cg, A(vn, wp) >0

Entonces, para todo ' € H' existe un unico u;, € Hy, tal que

v Paratodo v, € Hp: sup,, cp, > o ol

1
Alun, op) = F(va) Yop € Hy, y - lunllg < — I1F g
Ademas, existe C' > 0 independiente de h tal que
lu— upll g < Cdist(u, Hp,), (Estimacion de Cea)

donde
dist(u, Hy) := inf —v
1 (u h) UhIGHhHu hHH
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Un problema de Dirichlet.

Implementacion del Método de Galerkin.
» Base de Hj: {ej,eq,...,en}.

» Matriz de rigidez: A := (aij)nxn, aij :== Alej, €;).
» Vector de carga: F := (fj)nx1, [fj = F(ej).
» Esquema de Galerkin: Hallar & := (a1, ag, ..., ay)” tal
que
Aa = F.

» Solucion de Galerkin:  u, = Y21 aje;.

» Propiedades deseables de A: Rala (banda), bien
condicionada.

» Propiedades deseables de Hj,: dist(u, Hy) < Ch".
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Espacio de elementos finitos.

Por simplicidad, asumimos que (2 es poligonal y que:

1 0
nm—{o 1} Ve € Q

Formulacién variacional: Hallar « € H}(Q) tal que

/Vu'Vvdx:/fvdx Vo € HY(Q).
0 Q
Esquema de Galerkin: Hallar v, € H),, C H}(Q) tal que

/ Vuy, - Vop dx = / fopdx Yo, € Hp,.
Q Q
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pj(xi) =0 Vi#j.
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Espacio de elementos finitos.
Es facil ver que
N
Zz (zj)e;(x Ve € Q Vv € Hy
j=1

La solucién del esquema de Galerkin tiene la forma:

up(x Zu7¢] ) Vo € Q, (uj = up(z;))

y asi, el problema matricial asociado al esquema de Galerkin es:
Hallar oo = (uy,...,uy)” € RY tal que Ap = F, donde

A= (a;j)nxn, aij= | Ve;-Vy;jdr (Matriz de Rigidez)
Ja

F=(fj)nx1, fi= / feo;dz (Vector de Carga)
Jo
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Espacio de elementos finitos.

Operador de Interpolacion. Sean

C(Q) :={v:Q—R: vescontinua}

Cr(Q)={veC(Q): v=0enl}.

Si se define I1;, : C'(Q) — L?(12), dado por

Mpv(x v(z))pj(x) Yo e C(Q), Vo e Q.

M/

Jj=1

> Hh(C[‘(ﬁ)) = Hyp, llpv =v Yv € Hy,.
» I, : Cp(Q2) — H{(Q) es continuo.
> v = vflgrg) < OB [vlgrirgy Vv € H Y Q), r >0
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Espacio de elementos finitos.

Propiedades de Hj,
> Convergencia: dist(v, Hp) < Ch” [v]grs1(q) Vv € H(Q).
» Propiedad inversa: A(vp,,vy) < Ch™2 ||vhHL2 Yoy, € Hp,.

N
Lema. Sean « := (ay,...,ay) € RV yu, := ZFI aje;.

, _ lenlitz
2
1% e

Lema. cond(A) < Ch™2

—T =
Dem. o' Ao _ A(vp,vp) <C’h’2H h||L2(Q) <C— Apae < C.

(1 ] ([P

—T =
o Ao An,vh) o a” A > Ch? — A\i > CR2.

1l (@l e

< Ch?
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El problema de Stokes

» El problema de valores de Contorno
Q2 dominio acotado de R? con frontera T, f € L(Q),
g € L2(Q). Hallar w : © — R?, p: Q — R tales que

—Au+Vp=f en €,
div(u) =g enQ,
u=20 enl'.

» Restriccion sobre g: [, g = [, div(u) = 0.
» |.P.P. primera ecuacion. Para todo v € H}(2):

2 2
— | v-Au = —/ v;Au; = /Vui-VUi = / Vu: Vo

/QVp-v——/deiv(v)

= [ Vu:Vv - / pdiv(v)= [ f-v Vo € Hy ()2
Ja Jo Ja
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El problema de Stokes

» Segunda ecuacion:

div(u) =g en Q) = / gdiv(u) = / 9q Vg€ Li(),
Q Q

L3(Q) = {q et [ 4= o.}

» Formulacion variacional. Hallar w € H§(2)2, p € L3(9):

/Vu Vv—/pdlv /f v VYov € H)(Q)?

/quiv(u) = /ng Vg € L§(Q)



El problema de Stokes

» Formulacion variacional mixta:

(u'v = [oVu: Vv, bv,p):=— [,pdiv(v),
=Jof v, Gla)=—Jo9a

Hallar w € H := H{(Q)?y p € Q := L3(Q) tales que

a(u,v) + b(v,p) = F(v) Vve H
b(u,q) =G(q)  VgeQ



El problema de Stokes

» Formulacién variacional mixta:

(u'v fQVu Vo, b(v,p):=— [pdiv(v),
=Jof-v, Gl@)=—-Jog

Hallar u € H := H{(Q)? y p € Q := L3(1) tales que
a(u,v) + b(v,p) = F(v) Vve H
b(u,q) =G(q) VgeQ.
» Existencia y Unicidad de solucion:

Teoria de Babuska-Brezzi.
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Teoria de Babuska-Brezzi

Teorema de Babuska-Brezzi (Version continua). Sean H y
Q espacios de Hilbert, a : H x H — R, b: H x Q — R formas
bilineales acotadasy V := {v e H : b(v,pu) =0Vu € Q}.
Suponga que:

» a es V-eliptica: a(v,v) > a|jv||%

» b satisface la condicion de Babuska-Brezzi:

Ol > g vneq
veH,v20 vl

Entonces, para todo (F,G) € H' x @' existe un Unico
(u,\) € H x Q tal que

a(u,v) + b(v, A) Yve H
b(u,p) =G(p)  VREQ

I
’ﬁ
—

<
~—



Teoria de Babuska-Brezzi

Teorema de Babuska-Brezzi (Version continua). Sean H y
Q espacios de Hilbert,a : H x H — R, b: H x () — R formas
bilineales acotadasy V' := {v € H : b(v,pn) =0Vpu € Q}.
Suponga que:
» a es V-eliptica: a(v,v) > a|jv||%
» b satisface la condicion de Babuska-Brezzi:
b(v,
O s g e Q.
veH,v20 |1Vl g
Entonces, para todo (F,G) € H' x @' existe un Unico
(u,\) € H x Q tal que
a(u,v) + b(v,\) = F(v) Yve H
b(u,p) = G(p)  Vpe@
Ademas, existe C' > 0 independiente de (u, \) tal que

I N < C{I1E N+ Gl § -
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» Método de Galerkin
{Hy, x Qn}yso una familia numerable de subespacios de
dimensioén finita de H x @ tal que
a) Hy, C H;, Q, C Q; paratodo h > h,
b) U{H.: h >0} esdensoen H,
(U{@~ : h >0} esdensoen Q.

» Esquema de Galerkin: Hallar (up,pr) € Hp x Qp, tal que
a(up, vp) + b(vp, p) = F(vp) Yy, € Hy,
b(un,qn) = G(qn)  Yan € Qn.

» Existencia y unicidad: Existe un anico (u, py) solucién del
esquema de Galerkin?

» Convergencia:

[(w,p) = (un,pr)llgxg — 0 cuando h — 07
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Teorema de Babuska-Brezzi (Version discreta). Sea
{H}p, x Qn}p~o una familia numerable de subespacios de
dimensidn finita de H x @ y defina
Vi = {U}L € Hy : b(UIM M/L) =0 vuh € Qh}-SUponga que
» Se verifican las hipotesis del TBB (version continua)
» a es V,-eliptica: Existe o* independiente de h, tal que
a(vp,vp) > o thHé Yo, € Vi
» b satisface la condicion BB discreta: Existe 8* > 0
independiente de h, tal que
Wyt ano S > g Vi € Qu.
lvnll g
Entonces, para todo (F,G) € H' x Q' existe un unico (up, \p)
solucion del esquema de Galerkin asociado. Ademas, existe
C > 0 independiente de h, tal que

||(U,)\) - (U}“ >‘/I/>HH><Q < C dist ((U, )‘)7Hh, X Qh)
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Teoria de babuska-Brezzi

» La condicion BB discreta es una condicion de
compatiblidad entre los espacios Hy, y Q.

» En el caso del problema de Stokes, espacios de
elementos finitos, como P; /Py y P /IP1, no satisfacen la
condicion BB discreta.

» Mini-elementos. Paracada T € 7;, sea by : T — R una
funcién continua, lineal a trozos y tal que

» br(C) =1, C: baricentro de 7.
» br se anula en los vertices de T.

Sean Py(T) := [P, @ gen(bp)]? y

Hy, = {’Uh S H(l)(Q)Q : "Uh‘T S pl(T) VT € 7;1}./
Qn:=1{an e LZNCQ): qulr €Pr VT €T} .



Un problema de Dirichlet.
Formulacién variacional continua
El método de Galerkin

Espacios de elementos finitos

El problema de Stokes
Formulacién variacional mixta
Teoria de Babuska-Brezzi

Esquema de Galerkin
Lema de Fortin

Algunas referencias.

«O>» «Fr «

DA



Lema de Fortin.

Lema de Fortin. Sean H y @) espacios de Hilbert. Sea

b: H x @ — R una forma bilineal acotada. Supongamos que b
cumple la condicién BB continua. Sean Hj, y QQ;, espacios de
dimensidn finita de H y Q respectivamente.



Lema de Fortin.

Lema de Fortin. Sean H y @) espacios de Hilbert. Sea

b: H x @ — R una forma bilineal acotada. Supongamos que b
cumple la condicién BB continua. Sean Hj, y @, espacios de
dimensidn finita de H y Q respectivamente.

b: Hj x Q) cumple la condicion BB discreta si y solo si existe
~ > 0 independiente de h, tal que para todo v € H existe

I, (v) € Hy, tal que

b(U, Qh,) - b(H},,(U), Qh) VQ}L S le y ||H},(U>H < v

UHH



Lema de Fortin.

Lema de Fortin. Sean H y @) espacios de Hilbert. Sea

b: H x @ — R una forma bilineal acotada. Supongamos que b
cumple la condicién BB continua. Sean Hj, y @, espacios de
dimensidn finita de H y Q respectivamente.

b: Hj x Q) cumple la condicion BB discreta si y solo si existe
~ > 0 independiente de h, tal que para todo v € H existe

I, (v) € Hy, tal que

b(U, Qh,) - b(H},,(U), Qh) VQ}L S le y ||H},(U>H < v

UHH

Teorema. Sean Hy y Qy, los subespacios de elementos finitos
de H{(Q)? y L3(9) definidos en la diapositiva anterior
(mini-elementos). La forma bilineal b : H;, x @);, — R del
problema de Stokes satisface la condicion BB discreta.



Lema de Fortin.

Lema de Fortin. Sean H y @) espacios de Hilbert. Sea

b: H x @ — R una forma bilineal acotada. Supongamos que b
cumple la condicién BB continua. Sean Hj, y @, espacios de
dimensidn finita de H y Q respectivamente.

b: Hj x Q) cumple la condicion BB discreta si y solo si existe
~ > 0 independiente de h, tal que para todo v € H existe

I, (v) € Hy, tal que

b(U, Qh,) - b(H},,(U), Qh,) V(]h S th y ||H},(U>H < v

UHH

Teorema. Sean Hy y Qy, los subespacios de elementos finitos
de H{(Q)? y L3(9) definidos en la diapositiva anterior
(mini-elementos). La forma bilineal b : H;, x @);, — R del
problema de Stokes satisface la condicion BB discreta.Ademas,
siu € [H)(Q) NH2(Q))?y p e L3(Q2) NHL(S), entonces

dist((w, p), (Hp, Qn)) < Ch
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