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Abstract
In a recent paper Davidchack and Lai [2001], proposed the DL method as an alternative to the
deficiencies presented by the Newton method for finding period-p points of dynamical systems,
when the value of p increases. This article presents a theoretical and numerical study of the
performance of this method for solving any nonlinear system of equations. Theoretically, it is
presented the local convergence analysis of method using common hypothesis in the analysis of
Newton-type methods. Numerically, it is proposed a particular election of the parameter which
is applied to an example. Some numerical tests using increasing values of parameter and four
test function proposed in [Luksan, L.,1998] complete this work.
Keywords: nonlinear systems of equations, cuasi- Newton method, DL method.
MSC(2000): Primary: 34A34 , Secondary: 90C53.

Resumen
En un trabajo reciente Davidchack y Lai [2001], propusieron el método DL como una alternativa
a las deficiencias que presenta el método de Newton para encontrar puntos de periodo p de
sistemas dindmicos, cuando el valor de p aumenta. En este articulo se presenta un estudio tedrico
y numérico del desempeno de este método en la solucién de cualquier sistema de ecuaciones no
lineales. Tedricamente, se presenta el analisis de convergencia local del método usando hipétesis
usuales en el anélisis de métodos tipo Newton. Desde un punto de vista numérico, se propone
una eleccion particular del pardmetro del método, la cual se ilustra con un ejemplo. Algunos
resultados numéricos del desempeno del método considerando valores crecientes del parametro
del problema y cuatro funciones de prueba propuestas en [LukSan, L.,1998| complementan el
trabajo.

Palabras y frases claves: sistemas no lineales, métodos de Newton, cuasi-Newton y DL.

1 Introduccién

En diversos problemas de ciencias e ingenieria, surge la necesidad de resolver siste-
mas de ecuaciones no lineales, es decir se hace indispensable resolver el problema
de encontrar, si es posible, un vector x € R™ que satisfaga la ecuacion

F(z)=0 (1)

donde F' : R” — R", es una funcién no lineal y continuamente diferenciable [4]
[8] [12].

Moré [10], reporté una coleccion de ejemplos practicos los cuales incluyen,
entre otros, problemas de estabilidad de aeronaves, ecuaciones de transferencia
radiactiva, problemas elipticos de valor de frontera, el problema inverso de varas
elasticas, problemas de potencia de flujos, discretizacion de problemas de evolu-
cién, problemas de equilibrio de plantas quimicas. El alcance de las aplicaciones es



24 R. Acevedo, F. Arenas y R. Pérez

ain mayor si incluimos la familia de problemas de programacién no lineal, ya que
las condiciones de optimalidad de dichos problemas son sistemas de ecuaciones no
lineales.

Uno de los métodos frecuentemente usados para resolver (1), por sus buenas
propiedades de convergencia, es el tradicional método de Newton [4] [8]. Dado
xo € R™, una estimacion inicial de la solucion de (1), este método considera, en
cada iteraciéon, la aproximaciéon

F(z) ~ Li(z) = F(zy) + J(zg) (2 — k), (2)

y Z41 se define como la solucion del sistema lineal Ly (z) = 0. Esta solucion existe
y es Unica si la matriz jacobiana de F' en xj, denotada J(xy), es no singular. Una
iteracion de este método es de la forma,

J(xp)sy = —F(xr)
Th+1 = Tk + Sk

Asi, en cada iteracion del método de Newton, se debe resolver un sistema de
ecuaciones sistema lineales con matriz de coeficientes J(zy), lo cual, desde el
punto de vista computacional es generalmente dificil y/o costoso.

Una alternativa al alto costo computacional que implica calcular la matriz
jacobiana del sistema lineal newtoniano, en cada iteracién, cuando es posible
calcularla, la representan los métodos cuasi Newton. Estos métodos fueron creados
con el objetivo de ser tan “eficientes” como el de Newton pero, mas “baratos”
computacionalmente. Una iteracién cuasi Newton es,

Bypsy = —F(xy)
Tk+1 = Tk + Sk,

donde la matriz By es una aproximacion a la matriz jacobiana [4] [8] [3].

Si bien es cierto que desde el punto de vista computacional existen diferentes
métodos para resolver (1), algunos muy conocidos, como el método de Newton
y los métodos cuasi Newton, el método que se propone y estudia teérica y nu-
méricamente, en el presente trabajo y el cual se basa en un algoritmo ideado
para encontrar puntos de periodo p de sistemas dindmicos propuesto por Ruslan
L. Davidchack y Ying-Cheng Lai [2|, representa una alternativa interesante para
considerar en la solucién de sistemas de ecuaciones no lineales en general, porque
permite encontrar en los casos donde es posible, puntos solucién distintos, sim-
plemente variando la direccién de biisqueda mediante una técnica conocida como
matriz de intercambio.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera: en la Seccién 2, se introduce
el método DL, exponiendo brevemente la naturaleza del problema para el cual
surgio. En la Seccion 3, se presenta el analisis de convergencia local del método
DL en la solucién de un sistema de ecuaciones no lineales. En la Secciéon 4, se
propone una elecciéon particular de un parametro del problema y se ilustra con un
ejemplo. Finalmente, en Seccién 5 se presentan las conclusiones.
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2 El método DL y el calculo de 6rbitas periédicas

Dada una funcién H : R™ — R"™, se denomina 6rbita de H de orden p, del punto
xg, al conjunto

{wo, H(z0), H*(x0), -+~ , H(wo) | H"(z0) = w0 }.

En este contexto se dice que un punto xzg es estable si los puntos cercanos a él
producen una 6rbita que conduce a xg, en otro caso el punto se denomina inestable
[5].

Las 6rbitas periodicas juegan un papel fundamental en la explicaciéon de di-
némicas caéticas. Una buena definicién de caos requiere de la existencia de un
namero infinito de orbitas periodicas [2].

Si se define la funcion F' : R™ — R", como F' = HP — I, donde I es la matriz
identidad de orden n, el calculo de puntos fijos de periodo p de érbitas periddicas,
se reduce a resolver, para cada p, un sistema de ecuaciones no lineales de la forma,

F(z)=0. (3)

El método de Newton es usado con frecuencia para resolver el sistema no lineal
(3), debido a sus buenas propiedades de convergencia [4] [7] y el conjunto de
puntos iniciales a partir de los cuales la sucesién generada por el método de New-
ton converge a una solucioén de (3) se denomina el “basin” de dicha solucion [9].
Una dificultad de este método en la localizacion de 6rbitas periddicas se presenta a
medida que el periodo p aumenta, dado que el nimero de puntos iniciales que con-
vergen a una solucién, llamado el tamaifio del “basin” disminuye exponencialmente
con el tamafio de dicho periodo [2] [9]. Ante esta dificultad, Schmelcher-Diakonos
[13], proponen una variante del método de Newton, la cual amplia el tamano del
“basin” a medida que el periodo aumenta y la desventaja de convergencia lenta
con dichos valores de p. Una iteraciéon de este método es dada por

Tt = x + ACF(xy),

donde A es un ntmero positivo pequeno y C' es una matriz de orden n, llamada
matriz de intercambio o matriz bandera, cuyas componentes c;; pertenecen al
conjunto {—1,0,1} y cada fila o columna contiene solamente un elemento no nulo
1] 5.

Observe que el método de Schmelcher-Diakonos usa una aproximacion a la
inversa de la matriz jacobiana de F, es decir es un método cuasi-Newton [3]
[7] [8], v a la luz de la teoria de estos métodos es claro por qué la velocidad
de convergencia disminuye. Con el uso de la matriz AC, la cual es no singular,
se pueden generar diferentes direcciones que aseguran la localizacion de érbitas
periddicas de cualquier orden. La desventaja respecto al método de Newton esta en
que la aproximacion que se usa no tiene informacion de J(x), ya que es constante.
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Con el fin de conciliar las ventajas de los dos métodos mencionados anterior-
mente, Davidchack y Lai [1], proponen el algoritmo DL el cual se obtiene a partir
del siguiente esquema:

Tpy1 = T + ACF (Tp41),

sustituyendo F'(zj41) por su aproximacion afin, dada en (2), se obtiene:

Tyl = Tk + )\CF(l'k) + )\Cj(xk)(l'k+1 — LI?k),

haciendo A = 1/[3, se tiene que una iteracion del método DL es dada por,
Tpp1 = @k + [BI — CJ (21,)] 7 CF (), (4)

donde I es la matriz identidad de orden n, C' es la matriz descrita en el método
de Schmelcher-Diakonos y 8 es un ntimero positivo. Ademas, Davidchack y Lai,
modifican (4), usando el esquema iterativo

Tha1 = T + B F(x) | I — CJ(xp)] ' CF (). (5)

Geométricamente, la matriz C establece direcciones que permiten encontrar
diferentes soluciones del sistema (3). Algebraicamente, permite estabilizar la ma-
triz jacobiana J(z) en el sentido de que sus valores propios tengan parte real
negativa [1] [13]. El factor ||F'(xy)|| acelera la convergencia del método, garan-
tizando que el esquema (5) tenga convergencia cuadrética, en contraste con la
convergencia de (4) que solo es lineal, como se vera en la seccion siguiente.

En el caso unidimensional, el método DL es una variante del método de New-
ton que modifica la derivada de la funciéon F' en un valor constante e igual a .
El objetivo es que la recta tangente cambie de direccion, con el fin de forzar la
convergencia en los casos en que la derivada F’ tome valores cercanos a cero o
valores muy grandes en vecindades de la raiz. Asi, si la pendiente es grande, se
debe buscar disminuir la inclinaciéon de la recta tangente, y si la recta tangente es
casi paralela al eje x, se busca aumentar su pendiente. Por lo tanto, el método DL
genera una secuencia de rectas secantes cuyas pendientes son la modificaciones de
las rectas tangentes respectivas [11].

3 Analisis de convergencia

En esta parte se presenta el andlisis de convergencia local del método DL en
la solucién de ecuaciones no lineales (Teorema 3.4). Este anélisis se realiza,
tomando las hipotesis usuales de los métodos tipo Newton [3] [4] [8]. Ademas,
se presenta un resultado anélogo para la convergencia del esquema iterativo (4)
(Teorema 3.5), en el cual se nota el papel que juega el factor |H(zy)|| en la
rapidez de convergencia de la iteracion (5). Se inicia este estudio mostrando tres
resultados que se usaran en las demostraciones de los teoremas mencionados.
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En lo que sigue, el simbolo ||-|| denotard una norma matricial inducida por
alguna norma en R", es decir,

[All =~ méx —[[Az]], IAB| < [[AI[IBII, 11 =1,

z€R™, [|z]|=1

donde, A, B, e I son matrices de orden n con I la matriz identidad.

Lema 3.1. ([4], pdg. 45) Sean A, B,C matrices reales de orden n.

1. Si ||A| <1, entonces (I — A)Lemiste y se tiene

-7 < =y ©)

2. Si B es no singular y HB*1 (C— B)H < 1, entonces C es no singular y se

tiene H 1”
B-
cYl < : 7
o~ < =5 e =i "

Lema 3.2. ([4/, pdg 75) Si la matriz jacobiana J(x) existe para todo x en un
subconjunto abierto y convexo D de R™ y si existe una constante v > 0 tal que

para todo x,y € D, ||J(z) — J(y)| < vz —yl|, entonces para todo x,y € D se
cumple que

1F(z) = F(y) = J(y)(z = y)ll < % lz =y

Lema 3.3. ([5/, pdg. 1309) Ezisten 2" n! matrices de intercambio de orden n. Ade-
mds, si C es una matriz bandera de orden n, entonces la matriz C es invertible,
ct=CT ||C| =1y ||Cx| = ||x| para todo x € R™.

Teorema 3.4. Sea F: R"™ — R"™ una funcion continuamente diferenciable en un
subconjunto abierto y convexo D de R™. Para > 0 y C' una matriz de intercambio
de orden n, se define la matriz

M(z) = Bs(a)I — CJ(x),

donde s(z) = ||[F(x)||, I es la matriz identidad de orden n y J(z) es la matriz
jacobiana de F' en x.

Stxe € D yr, a, v son constantes positivas tales que
i) F(xzy) =0
it) N(zg,r) ={z e R" |||z —z,|| <r} C D

iii) M (z4)~' emiste y HM(:I:*)_lH <a
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iv) J(x) € Lipy (N(x4,7)).
Ezxiste ¢ > 0 tal que para todo xy € N(x4,e) = {z e R" |||z —z.|| < e} la
sucesion generada por
Thp1 = Tk + M () 'CF () (8)
estd bien definida, converge a x. y ademds, existe una constante p > 0 tal
que

2
ki1 — 2l < g, — o (9)

Demostracion. Puesto que F' es continua en x., existe § > 0 tal que

1
s(x) = ||F(2)| < 8o siempre que ||z — x| < 0.

Sean ¢ = min{r, 0, 4%&, %} y xg € N(xy,€).

En primer lugar se demostrara por inducciéon que la sucesion generada por (8)
estd bien definida y que para cada k se satisface la desigualdad,

1
lrsr =l < 5 Ml — 2] - (10)
Notese que la desigualdad (10) implica la convergencia de la sucesion (8) a x4 y
que x € N(z4,€) para todo k.
Haciendo uso de las hipotesis (iii) y (iv) y del 3.3 se tiene
[ M (z.) 7! [M(z0) = M(z)]|| < M (20) — M (x|

= al|Bs(zo)I + C[J(zs) — J(z0)]|

IN

afs(xo) + o[l J(xx) — J (o)

IN

Ttoyllze—zol| < s +i<3<L

Luego, por el Lema 3.1, M (x) ! existe y en consecuencia 1 esta bien definido
y ademas,

1 ()~ < M)

1—[[M(xo) ' [M(zo) — M(z,)][| = 1-1 < 2a.

13 o) ™| <
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Asi, por el Lema 3.2 y puesto que s(xg) < ﬁ,

1 — 2]

IA

IA

IN

IN

<

|zo — s + M(xo)_lcF(:L‘o)H

|zo — @« + M (z0) " C [F(x0) — F(.Z‘*)]H

| M (20) " C|| || F (o) — F(2+) + CT M (x0)(x0 — z.) ||

2 [F(a0) - Fla) + C7 (Bs(wo)] — C(x0)) (0 — )|
2 HC’Tﬁ s(z0) (w0 — x4) + F(w0) — F(zy) — J(z0)(x — x|
203 5(w0) [lzg = 2| + 5 o — .||

1
o — ]l + 2 2o — a?
4 2

1
(+3 o=l oo = ]

o u
—||lxg — z«||
2 0

con lo cual, se verifica (10) para k = 0. Notese que en la ultima desigualdad se
usa que |[zg — x| <e < % El paso inductivo se demuestra de manera similar y
de esta forma todas las desigualdades se verifican para cualquier k, en particular,

lons =2l < 208 s(@e) llax = .l + 5 llan — 2. (11)

Para demostrar (9), notese que

IN

lZks1 — ol lzrs1 — 2l + ll2p — 24|

IN

3 1k — 2l + |2k — 2.

= 5 llak — 2l

ademas, de (8), se tiene

CF(zy) = M(vg)(zp1 — ox) = [Bs(@p)] — CJ(zg)] (Th11 — 1),

por lo tanto,

s(zr) = [CF(zi)l
< Blls@ol + 1T (@)l [|og+1 — k|
(12)
< g+ @] ek — o)
< 3 e + I @)ll] llzk — =]
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pero,
[T@ll < [1J(zr) = J (@l + 1 (z) |
< v llee =l £ (1 ()
< e+ Izl =n
y asi,

(@) <2 (L4n)] ||
sxk_z R n Tl — Tkl

luego, de (11) se sigue que

1 vy
|Tr41 — 24| < 38 <8a + 77> o — 2| + 5 |z — 2| = p ||k — 2]

donde p = 3a3 (8%+77) + 3. O

Teorema 3.5. Sea F': R® — R™ una funcion continuamente diferenciable en un
subcongunto abierto y convero D de R™. Para 8 > 0 y C' una matriz de intercambio
de orden n se define la matriz

M(x) = pI —CJ(x)

donde, I es la matriz identidad de orden n y J(x) es la matriz jacobiana de F en
x.

Six. € D yr, a, v son constantes positivas que cumplen las hipdtesis (i) — (iv)
del Teorema 3.4, entonces, para 3 < i, existe € > 0 tal que para todo xg €
N(zx,e) ={z € R" |||z — z.[| < e} la sucesion generada por

Tpy1 = o + M(2p) 'OF (2y) (13)
estd bien definida, converge a T, y satisface
|21 = 2| < pllzy = 2ol| + pllzg — 2] (14)
donde p y p son constantes positivas.

Demostracion. Se demostrara por induccién sobre k que la sucesion generada por
(13 ) esta bien definida, verifica (14) y satisface la desigualdad (10).

Sean p=2afyp=73e= ml’n{r,ﬁ, (% — 1) /p} y g € N(x,¢). Por el
Lema 3.3, se tiene que

[M (@) [M (20) = M(z)]|| < a||M(z0) — M(x.)]
= af|C[J () = J(xo)ll
= aflJ(z) = (o)

< oyllrs—zol| £ 5 <1
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Luego, por el Lema 3.1, M(z¢)~! existe y en consecuencia x1 estd bien
definido y ademaés,

. [ M ()7 [ M ()7
1Mo < T o) T i) = 3@ = 123 S
Asi, por el Lema 3.2 |
|1 — 2] = HiL‘o — Ty + M(:ro)*lCF(aco)H

= |jwo — x4 + M(20) "' C [F(20) — F(z.)]||

< || M(z0)1C|| || F(z0) — F(z:) + CT M (o) (z0 — )|
< 2al|F(zo) — F(a:) + CT (BI — CJ(20)) (20 — 74)||

= 2a||CTB(zo — z:) + F(w0) — F(xs) — J(x0) (20 — z4)||
< 208 ||lmo — | + [[F(z0) — F(2x) — J(x0) (20 — 2.)

< 200 oo — 2]l + § o — 24

= pllzo =zl + pllwo — 2,
lo que demuestra (14) para k = 0. Ademas, de ||zg — z.|| < e < (5 — u) /p, se
tiene que
lor —wll < pllzo — 2l + plloo — .

= (u+tpllzo =z [lzo — 24|

< g llwo — 2,

luego, para k = 0 se verifica (10). El paso inductivo se demuestra en forma
similar. O

4 Pruebas numéricas: una propuesta para la eleccion de (3

A partir de (4), se tiene que una iteracion del método DL es de la forma

(CJ($]€) - ﬂ])sk = —CF(l‘k)

Tkl = X+ Sk,

asi, en cada iteraciéon, se debe resolver un sistema de ecuaciones lineales cuya
matriz de coeficientes sugiere una forma de elegir, en cada iteracion, el parame-
tro (3 : escogerlo ligeramente mayor que el radio espectral de la matriz C'J(zy).
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Esto garantiza no s6lo que el algoritmo esté bien definido pues en cada iteracion
la matriz (CJ(x) — BI) es no singular, sino que da una primera idea hacia la
globalizacion del método [4]. Efectivamente, es ésta la propuesta de eleccion de 3.

En la implementaciéon numérica del método, inicialmente se escogen puntos
iniciales arbitrarios y posteriormente los puntos iniciales son generados aleato-
riamente. El valor de  considerado es el radio espectral de la matriz CJ(xy)
incrementado en 0.1. Los codigos de los algoritmos y funciones fueron escritos en
SCILAB 3.0, y hechos en un computador con procesador AMD Athlon(tm) de
1.10 GHz.

Se utilizé6 como criterio de convergencia ||[F(xy)|| < 107%. Se suspendi6 la
bisqueda en el algoritmo cuando el niimero de iteraciones excedié 500 iteraciones
o |[|[F(xy)|| > 102. En el tltimo caso diremos que el método diverge.

Con el fin de ilustrar numéricamente la propuesta de eleccion de 3, se considera
el siguiente sistema de ecuaciones no lineales,

2+sen(z)—y = 0
2(m+2)e_(x_1)2—y =0

y las ocho matrices intercambio correspondientes a n = 2,
10 -1 0 1 0 -1 0
a-[s 3] e-[0 0] a0 a) e-[V 4]

0 1 0 -1 0 1 0 -1
a-[Vo] e[V ] a0 0] a-[0 7]

Inicialmente, se resolvié el sistema con la matriz intercambio C y con el vector
inicial zp = (1, 2.6). En este caso, el método DL converge en 31 iteraciones a
xx = (0.167229, 2.166459). La Figura 1 (a), permite visualizar el punto soluciéon
y algunos puntos de la sucesion convergente generada por el método DL. Ademas,
se implement6 el método DL generado a partir de (5), al cual se hara referencia en
lo que sigue como método DL modificado. En este caso, se obtiene convergencia a
T4 en 17 iteraciones. Lo cual, es de esperarse a la luz de la teoria de convergencia
desarrollada en la seccién anterior.

Posteriormente, y para ilustrar una de las bondades del método DL, se cambi6
la matriz de intercambio por C5 y se considerd el mismo punto inicial. El método
converge en 26 iteraciones a x, = (2.007147, 2.906299), que corresponde a la otra
solucion del sistema no lineal (Figura 1 (b)). Con las otras matrices de intercambio
los resultados obtenidos se presentan en la Tabla 1.

Para un tercer grupo de pruebas numéricas, los puntos iniciales fueron ge-
nerados aleatoriamente en el intervalo I = [—1,3] x [1,3]. Para cada uno de
estos puntos, se resolvié el sistema no lineal usando los métodos DL y DL mo-
dificado. La Tabla 2 muestra los resultados obtenidos para el valor inicial zg =
(1.6615244,2.2567836) y para cada una de las matrices intercambio correspon-
dientes a n = 2.
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Figura a

1 T T
-2 -1 0 1
Figura b

Figura 1: Convergencia del método DL a dos soluciones distintas.

Cuadro 1: Convergencia del método DL variando la matriz intercambio.

’ matriz ‘

L x

‘ iter. ‘

Ch (0.1672295,2.1664508) | 31

Co no converge

500

Cs (2.0071477,2.9062993) | 26

Cy (0.1672295,2.1664508) | 44

Cs no converge 500
o no converge 500
Cr (0.1672295,2.1664508) | 31
Cy no converge 500

’ | DL \ DL modificado

’ matriz \ Ty \ iter. \ Ty \ iter. ‘
Ch no converge 500 | (0.167230,2.166452) | 19
Co (2.007147,2.906299) | 42 | (2.007147,2.906299) 8
Cs (2.007147,2.906299) | 24 | (2.007147,2.906299) 8
Cy (0.167230,2.166452) | 51 | (0.167230,2.166452) 7
Cs (2.007147,2.906299) | 31 | (2.007147,2.906299) 8
Cs no converge 500 no converge 500
Cr (0.167230,2.166452) | 33 no converge 500
Cg no converge 500 | (0.167230,2.166452) 8

Cuadro 2: Comparacién, en iteraciones, de los métodos DL y DL modificado.

33

Esta tabla permite observar el efecto de la modificacion en el método DL en lo
relacionado a convergencia. Claramente se visualiza el impacto de la convergencia
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lineal del método DL frente a la convergencia cuadrética del DL modificado.

A partir de la teoria sobre el método DL se deduce que el valor del pardme-
tro 3 debe ser pequeno. Se realiz6 una exploracién numérica en esta direccion.
Para ello, se utiliz6 un grupo de cuatro funciones no lineales que hacen parte de
los problemas de prueba propuestos por LukSan y VI¢ek [6], los cuales provienen
de aplicaciones précticas que derivan en sistemas de ecuaciones no lineales. La
formulacién analitica de cada uno de estos problemas puede encontrarse de ma-
nera explicita en [6]. Los problemas que se utilizaron son los siguientes: sistema
trigonomeétrico exponencial (P1), problema singular de Broyden (P2), problema
jacobiano estructurado (P3), problema de valor de frontera discreta (P4).

Para cada uno de estos problemas, se fijo6 n = 5 con lo cual, existen 3840
matrices de intercambio. Para cada una de estas matrices, se consideraron los
valores de 3 que se consignan en la siguiente tabla.

| B [P1L] P2 [ P3 [ P4 |
0.2 | 751 | 3834 [ 3840 [ 3840
2 | 91 | 811 | 459 | 3840
5 | 47 | 14 98 | 2671
15 | 8 1 46 | 630
30 | 1 1 27 | 150

Cuadro 3: Relacion de 3 con la convergencia del método DL.

En la tabla se relaciona (3 con el ntimero total de matrices de intercambio con
las que se obtuvo convergencia. En la Tabla 3, se observa que a medida que (G
crece el nimero de matrices de intercambio con las que se consigue convergencia
disminuye. No obstante, con este pequenio grupo de funciones se puede observar
la variedad de direcciones que el método proporciona para localizar la solucién.

5 Conclusiones

Se propone el método DL para resolver sistemas de ecuaciones lineales, en general
y se hace su analisis de convergencia local a la luz de la teoria de los métodos tipo
Newton. Se propone una elecciéon del pardametro del método, la cual se aplica a
un ejemplo. Ademaés, se presentan algunos resultados del desempeno del método
considerando valores crecientes del parametro del problema y cuatro funciones de
prueba propuestas en [6].

Cabe destacar que atn quedan tareas por realizar tanto a nivel tedrico como
numérico. Algunas de éstas se mencionan a continuacion.

Continuar con el estudio del desempenio del método aumentando la cantidad de
funciones de prueba utilizadas y analizar la relaciéon que existe entre el parametro
0,y el niimero de iteraciones que requiere el método para la convergencia. En esta
parte se debe tener en cuenta, el nimero de soluciones distintas al problema que
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se consiguen con un unico parametro 3, considerando todas las posibles matrices
de intercambio.

Realizar el trabajo propuesto en el parrafo anterior, pero fijando ahora una
matriz de intercambio y considerando varios valores del parametro .

Implementar el método DL, para valores grandes de n. El inconveniente en
esta parte es el gran costo computacional que implica generar las 2"n! matrices
de intercambio.

Introducir en el algoritmo una estrategia de globalizacién y realizar el analisis
tedrico y numérico correspondiente.
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