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Capitulo

Introduccion

Cuando leemos estas palabras, estamos usando una red neuronal biologica compleja, for-
mada por un gran conjunto de interconexiones de neuronas que nos facilitan la lectura,
respiracion, movimiento y pensamiento. Cada una de nuestras neuronas biologicas, un
rico ensamble de tejido y quimica, tiene la complejidad, aunque no la velocidad, de un
microprocesador [15].

Se calcula que los seres humanos tenemos alrededor de 100 mil millones de neuronas
en nuestro cerebro y esas neuronas, que se encuentran conectadas entre si, forman una
red amplia y expandida, denominada red neuronal. Gracias al trabajo de estas neuro-
nas, somos capaces de asimilar lo que percibimos en nuestro entorno y de adquirir, a
través de esa informacion, el conocimiento de lo que nos rodea. Dichos conocimientos
quedan atrapados en esta red, pero para ello es necesario un proceso de entrenamiento
o aprendizaje [4].

El hombre siempre ha buscado imitar las buenas caracteristicas de algunos animales y
de él mismo mediante la construccién de maquinas. Las Redes Neuronales Artificiales
(RNA) son sistemas de procesamiento de informacién que funcionan de manera similar a
las redes neuronales biolégicas. Estas redes tienen en comtn con el cerebro humano la dis-
tribucion de las operaciones a realizar en una serie de elementos bésicos que, por analogia
con los sistemas bioldgicos, se denominan neuronas artificiales, las cuales estan relacio-
nadas entre si, mediante una serie de conexiones que se conocen como pesos sindpticos.
Estos pesos y conexiones varian con el tiempo mediante un proceso, usualmente iterativo,
conocido como aprendizaje o entrenamiento de la red.



En el entrenamiento o aprendizaje de una red, la determinacion de dichos pesos se
hace de tal manera que al final de un buen proceso de entrenamiento, la informacion
relevante de los datos de entrada queda incorporada en la estructura de la red.

Dos tipos basicos de aprendizaje son el supervisado y el no supervisado. En el primero,
se presenta a la red un conjunto de patrones, junto con la salida deseada, e iterativamen-
te, la red ajusta sus pesos hasta que su salida tiende a ser la deseada utilizando para
ello, informacion del error que comete en cada paso. En el segundo tipo de aprendizaje,
se presenta a la red un conjunto de patrones sin tener en cuenta la respuesta deseada.
La red, mediante alguna regla de aprendizaje, estima una funcion de densidad de proba-
bilidad que permite reconocer regularidades en el conjunto de entradas, extraer rasgos y
agrupar patrones segun su similitud. Las reglas de aprendizaje supervisadas suelen ser
computacionalmente mas complejas, pero sus resultados suelen ser més exactos [14].

Dentro del grupo de modelos de redes neuronales artificiales estan el perceptron simple,
la adalina y el perceptron multicapa. Estos modelos presentan un gran interés historico,
pues su evolucién representa la historia misma de las redes neuronales artificiales [14].

El perceptron multicapa es una red neuronal unidireccional constituida por tres capas o
mas: una capa de entrada, otra de salida y el resto de las capas intermedias denominadas
capas ocultas. El tipo de aprendizaje de esta red es supervisado y se hace mediante el
algoritmo denominado retropropagacion de errores (backpropagation). Esta red, junto
con su algoritmo de aprendizaje, es el modelo mas empleado en aplicaciones practicas
(se estima que un 70 % de los desarrollos con redes neuronales hacen uso de alguna de
sus variantes [14]).

Como mencionamos anteriormente, en el proceso de aprendizaje de una red neuronal
artificial estda inmersa una funcion error, la cual depende explicitamente de los pesos
sindpticos y proporciona el error que comete la red, comparando en cada iteracion del
proceso de entrenamiento, la salida obtenida con la salida deseada. Matematicamente, la
funcion error es un campo escalar; es decir, una funcién de valor real y variable vectorial,

E: R* — R
w — f(w),

donde el vector w tiene como componentes los pesos sindpticos de la red. La grafica de
este campo escalar es una hipersuperficie. El proceso de aprendizaje en una red neuronal
artificial consiste en encontrar un vector w (es decir una configuracién de pesos) que
minimice la funcién E . Asi, asociado al rendimiento de una red neuronal, tenemos el



siguiente problema de minimizacion,

Minimizar FE(w)
we R" (1.1)

donde
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v Z'(w) y ' son, respectivamente, las salidas obtenidas por la red y las salidas deseadas,

para un conjunto de p patrones de entrenamiento y unos pesos w determinados.

El problema (1.1), con E definida por (1.2), es un problema de minimos cuadrados no
lineales. Algoritmos para resolver este tipo de problemas en un contexto general, han
sido ampliamente estudiados [5].

En este trabajo de investigacién, proponemos e implementamos por primera vez, el méto-
do secante estructurado para el entrenamiento del perceptréon multicapa y analizamos
su desempeno numérico comparandolo con métodos ampliamente usados con el mismo
proposito, tales como, Gauss-Newton y Levenverg-Marquardt [14]. Pruebas numéricas
preliminares muestran un buen desempeno numérico del método propuesto.

La presentacion de este documento la organizamos de la siguiente forma.

En el Capitulo 2, presentamos el problema de Minimos Cuadrados No Lineales (MCNL)
como un caso particular de minimizacion sin restricciones. Analizamos diferentes méto-
dos de solucién, sus algoritmos y propiedades de convergencia. En primer lugar, descri-
bimos métodos de propdsito general, como el método de Newton y los métodos secantes,
y en segundo lugar, métodos que aprovechan la estructura del problema MCNL, como
el método de Gauss Newton, Levenberg-Marquardt y secantes estructurados.

En el Capitulo 3, presentamos en forma descriptiva las redes neuronales artificiales, su
evolucién historica, estructura y funcionamiento, profundizando en el perceptron multi-
capa v en su algoritmo de entrenamiento denominado retropropagacion de errores.

En el Capitulo 4, proponemos e implementamos por primera vez, el método secante es-
tructurado para el entrenamiento del perceptrén multicapa y analizamos numéricamente
su desempeno para diferentes actualizaciones secantes. Ademas, comparamos su desem-
peno con los métodos de Gauss-Newton y Levenverg-Marquardt, ampliamente utilizados



con el mismo propdsito.

Finalmente, en el Capitulo 5, hacemos algunos comentarios finales y propuestas de
trabajos futuros sobre el tema.



Capitulo

Minimos cuadrados no lineales

El método de minimos cuadrados tiene una larga historia que se remonta a los principios
del siglo XIX. En Junio de 1801, Zach, un astronomo que Gauss habia conocido dos
anos antes, publicaba las posiciones orbitales del cuerpo celeste Ceres, un nuevo pequeno
planeta descubierto por el astronomo italiano Giuseppe Piazzi en ese mismo ano.
Desafortunadamente, Piazzi solo pudo observar 9 grados de su orbita antes de que este
cuerpo desapareciera detras del sol. Zach publico varias predicciones de su posicion,
incluyendo una de Gauss que diferia bastante del resto. Cuando Ceres fue redescubierto
por Zach en diciembre de 1801, estaba casi exactamente en donde Gauss habia predicho.
Aunque todavia no habia revelado su método, Gauss habia descubierto el método de
minimos cuadrados. En un trabajo brillante, logro calcular la orbita de Ceres a partir
de un nimero reducido de observaciones [2].

En este capitulo, abordamos un problema especial de minimizacion sin restricciones que
surge con frecuencia en problemas practicos, tales como ajuste de curvas, reconocimiento
y clasificacion de patrones y en redes neuronales artificiales, entre otros. Por su estruc-
tura particular, el problema es, por si mismo, un tema de investigacion en el area de
optimizacién. Nos referimos al problema de Minimos Cuadrados No Lineales (MCNL).
En general, los métodos usados para resolver este problema son iterativos; es decir, a par-
tir de una aproximacion inicial de la solucién, generan una sucesion de aproximaciones
que bajo ciertas hipétesis, se espera converja a la soluciéon del problema.
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2.1. Planteamiento del problema

Dada una funcién no lineal y dos veces continuamente diferenciable definida por

R: R* — R™ m>n,

el problema de Minimos Cuadrados No Lineales (MCNL) consiste en resolver el problema
de minimizacion sin restricciones

Minimizar  f(x) = %R(m)TR(a:) : (2.1)
zec R"

Observemos que
m

Zri(a})Q-

i=1

DO | —

f(a) = 3 R@) Rlz) =

En algunas ocasiones, el sistema de ecuaciones no lineales
ri(e) =0, 1=1,...,m, (2.2)

es sobredeterminado y por lo general, no tiene solucion, por lo cual, se hace necesario
“suavizar” el sentido (o significado) de solucién, buscando un vector x tal que

ri(x) =0, i=1,...,m, (2.3)
lo cual se hace, resolviendo el problema (2.1).

La estructura particular del problema (2.1), se observa claramente en las expresiones
para el vector gradiente y la matriz hessiana de f, en x. En efecto, después de realizar
algunos calculos algebraicos, tenemos

Vi(@)=J(@)'Rx) vy Vf(z)=J(@) J()+S5(=), (2.4)
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donde, J(x) € R™*™ es la matriz jacobiana de R en x, dada por

Vri(z)T
VTQ(CB)T

J(x) = (2.5)

Vrm'(a:)T

m
S(x) =Y ri(x)Vri(x). (2.6)
i=1
Observemos que la matriz J(x) contiene solamente informacién de primer orden (pri-
meras derivadas parciales) y S(x) contiene informacion de segundo orden (es una com-
binacién lineal de matrices hessianas). Esta estructura especial de la matriz hessiana de
f es la que se aprovecha en algunos de los métodos usados para resolver el problema
(2.1) y es la razén por la cual no se usan métodos de proposito general para resolver el
mismo.

Es importante mencionar que la informacion de primer orden es relativamente facil de
calcular, mientras que la de segundo orden es numéricamente dificil de calcular, ya que in-
volucra el célculo de m hessianos, lo que implica un alto costo computacional [5],[20],[8].

Si consideramos que la funcién R definida en (2.1) es lineal; es decir, R(x) = Az + b,
donde A € R™*" y b € R™, entonces el problema (2.1) se convierte en un problema de
minimos cuadrados lineales, el cual es igual a resolver el siguiente problema
o 1 9
Minimizar  g(x) = 5 | Az + b |5 . (2.7)
zecR"

Debido a que la funciéon g es diferenciable en R™, se cumple que en cualquier minimsi-
zador, el gradiente de g se anula. Teniendo en cuenta que g(x) se puede escribir como
g(z) = 1xTAT Az + b Ax + %bTb , entonces resolver el problema (2.7) es equivalente a
resolver el sistema de ecuaciones lineales

Vy(z) = AT Az + ATb = 0, (2.8)
donde si A es una matriz de rango completo, se tiene que

x = —[ATA]'ATb. (2.9)
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Para més detalle del caso lineal, se puede consultar [20],[5] o [8]. Sin embargo, dado que
nuestro interés es el caso no lineal, en lo que sigue nos enfocaremos en algunos de los
métodos que resuelven problemas de este tipo.

2.2. Métodos de solucion

En esta seccién, describimos algunos métodos de soluciéon del problema de minimos
cuadrados no lineales (2.1). Incluimos, dada su popularidad e importancia, métodos de
proposito general para resolver problemas de minimizacion tales como el método de New-
ton y los métodos secantes, los cuales debido a que no aprovechan la estructura particular
del problema (2.1), no son apropiados para resolverlo y describimos métodos especial-
mente disenados para resolver el problema, los cuales si aprovechan su estructura, estos
son: Gauss Newton, Levenberg-Marquardt y secante estructurados. Todos estos métodos
coinciden en que una iteracion bdsica incluye la solucion de un sistema de ecuaciones
lineales para posteriormente, generar la iteracion siguiente.

Los métodos mencionados en el parrafo anterior pueden considerarse como de busqueda
direccional ya que, a partir de un punto @, determinan una direccién de descenso® tal
que, al movernos en esa direccién, encontramos otro punto x;; en el cual el valor de f
disminuye; es decir, f(xri1) < f(xk).

En la discusién de los diferentes métodos para resolver (2.1), es importante distinguir
entre problemas de residuo cero, residuo pequeno y residuo grande. Estos términos se
refieren al valor del residuo en el minimizador . de (2.1).

En lo que sigue, para cada uno de los métodos, presentaremos su deduccién junto con
su algoritmo respectivo, sus propiedades de convergencia, ventajas y desventajas. Los
métodos que veremos en este capitulo son locales; es decir, que sus buenas propiedades
de convergencia dependen en gran parte de la buena eleccién del punto inicial, por tal
motivo, es necesario incorporar estrategias de globalizacién (estrategias que permitan la
convergencia a partir de cualquier punto inicial). Dos de estas estrategias son busqueda
lineal y region de confianza.

Métodos que usan la estrategia de busqueda lineal generan, inicialmente, una direccion de
bisqueda y después, buscan un tamano de paso adecuado a lo largo de esa direccién, en

ICuando f es continuamente diferenciable, decimos que dj, es una direccién de descenso para f a
partir de =z, si se cumple que Vf(zx)Tdy, < 0.
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tanto que, los métodos que usan la estrategia de region de confianza, definen una region
alrededor de una aproximacion de la solucién, dentro de la cual, el modelo de la funcién
objetivo es una buena aproximacion de esta. En dicha region, escogen la aprorimacion
siguiente (el paso) como el minimizador del modelo. Si un paso no es aceptado, se reduce
el tamano de la regién y se encuentra un nuevo minimizador [5] [20].

2.2.1. Método de Newton

La idea basica del método de Newton para resolver un problema de minimizacion sin
restricciones consiste en construir, en cada iteracion, x, un modelo local de la funcion
a minimizar para posteriormente, resolver el problema para este modelo. El modelo local
que se considera es un modelo cuadratico basado en la serie de Taylor de la funcién f
alrededor del punto x,

(@) = F(w2) + V(@) (2 — @) + (@~ 2) VS @) (@~ 2) (210

Puesto que my(x) ~ f(x) en un entorno de xy, entonces para resolver el problema (2.1)
resolvemos, en cada iteracion, el problema

Minimizar — my(x) - (2.11)
xzc R"

La funcién modelo my, es cuadrética; asi, resolver el problema (2.11) es equivalente a
resolver el sistema de ecuaciones lineales Vmy(xz) = 0; es decir,

V2f(zr)(x — x) + Vf(z) = 0. (2.12)
Equivalentemente,
Tprr = Ty + dy.

Las igualdades (2.13) se conocen como una iteracidn de Newton. Si V?f(x;) es una
matriz definida positiva [5], por tanto no singular, se tiene que
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la cual es una direccién de descenso. En efecto,

Vi(xe) dy ==V f(zr)" [V f(2r)] 'V f(zx) (2.15)

vy, puesto que V?f(x) es una matriz definida positiva, concluimos que si V f(x) # 0,
entonces

V(@) [V2f ()] 7'V f k) > 0, (2.16)

por lo cual, de (2.15) y (2.16), Vf(xi)Tdr < 0 y en consecuencia, d, es, efectivamente,
una direccion de descenso. Dicha direccion es llamada direccion de Newton o paso de
Newton. Asi, Si V2f(zy) es definida positiva, una iteracién del método de Newton para
el problema (2.1) esta dada por

i1 = xp — [J(zp)" J(zg) + S(zp)] " T (z)" R(zy), (2.17)
donde J(z) y S(z) fueron definidas anteriormente por (2.5) y (2.6), respectivamente.

La convergencia de este método es ¢-cuadrética, siempre y cuando V2f sea Lipschitz
continua alrededor de ) y V2f(xy) sea definida positiva [5].

Podemos decir que las propiedades de convergencia del método de Newton son muy
buenas comparadas con otros métodos, sin embargo, como ya se menciond antes, el
término S(x) es, computacionalmente, costoso de calcular.

2.2.2. Método Gauss-Newton

Como mencionamos en la Seccién 2.1, cuando el sistema R(x) = 0 no tiene solucién,
buscamos un vector x tal que R(x) =~ 0. Para ello, construimos un modelo afin [5] de

R(x) al rededor de xy,
R(x) = My(x) = R(xg) + J(z)(x — xp), (2.18)

donde M} : R" — R™, m > n, y resolvemos el problema M (x) ~ 0 como el problema
de minimos cuadrados lineales

1
Minimizar 3 | R(zy) + J () (z — 21) ||3 (2.19)
zecR"
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el cual, es equivalente a (2.7). Para el caso en el cual la matriz J(xz) es de rango
completo, la solucién tedrica ya la analizamos en (2.9).

Una manera alternativa de ver el método de Gauss-Newton es como una variacién del
método de Newton, en la cual se ha hecho la aproximacién V2E(wy) &~ J(w)TJ(wy).

Si, de nuevo suponemos que la matriz J(xy) es de rango completo, la solucién a (2.19)
esta dada por

x—xp = —[J(zr)" J(2p)] " I (2h)" R(2) = 86, (2:20)

donde s¢ se conoce como paso de Gauss-Newton. Sin embargo, puede ser mas practico
resolver el problema (2.19) via la factorizacién QR de la matriz J(zxy) [20] [5] [8].

Una iteracién basica del método de Gauss-Newton estd dada por
J(xp) J(xr)sq = J(zp)" R(zy)
Try1 = T+ Sa-
o equivalentemente,

L1 — T — [J($k)TJ($k)]_1J($k)TR($k) =, + S¢- (221)

Al igual que en la direccién de Newton y dado que la matriz J(x)TJ () es definida
positiva, no es dificil demostrar que sg es una direccién de descenso, por lo cual la
iteracion de Gauss-Newton esta bien definida.

El siguiente teorema, cuya demostraciéon se puede encontrar en [5], permite hacer un
andlisis de la convergencia del método de Gauss-Newton.

Teorema 2.1. [5] Sean R:R" — R™y f(x) = L R(x)" R(x) dos veces continuamente
diferenciable en un conjunto abierto y convexo D € R™. Supongamos que J(x) € Lip, (D)
con ||J(x)7Y|s < a para todo x € D, y que existen x, € D y \,o > 0, tales que

J(x,)"R(z,) = 0, donde X es el valor propio mds pequeno de J(x )" J(x.) y
I (J(z) = J(@) R(z.) [ < o || 2~z |2, (2:22)

para todo x € D. Si 0 < A, entonces para cualquier ¢ € (1,\/0), existe € > 0 tal que
para todo Ty € N (&, €) la sucesion generada por el método de Gauss-Newton

Tp+1 = Tk — [J(‘Bk)TJ(mk)]71J(‘1’k>TR($k)a
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estd bien definida, converge a x, y satisface que

co cary
o~z < Dl -l + oy — (223)
Yy
co+ A\
lziry = zlle = =l =zl < [lan — @] (2.24)

Corolario 2.1. [5] Si las hipdtesis del Teorema 2.1 se satisfacen y R(x.) = 0, entonces
existe € > 0 tal que para todo xy € N(x,, €), la sucesion x generada por el método de
Gauss-Newton estd bien definida y converge q— cuadrdticamente a x,.

A partir de (2.22) y de la igualdad ([5] Ejercicio 2.5.3)
(J(z) = J(z.)" R(z) = S(@)(x— =) + O(l|z — =.3),

podemos ver que, la constante o es una medida de la no linealidad y del tamano del
residuo del problema. Asi, si R es lineal o R(x,) =0, se deduce que o = 0.

El cociente o/\ es una medida relativa de la no linealidad y tamano del residuo del
problema. De esta manera, el Teorema 2.1 indica que la rapidez de convergencia del
método de Gauss-Newton decrece cuando el grado de no linealidad o el tamano residual
del problema crece, incluso si estas medidas son muy grandes, el método podria no
converger.

A pesar de que el método de Gauss-Newton presenta varios problemas, es la base de
algunos métodos practicos, importantes y exitosos [5].

2.2.3. Meétodo de Levenberg-Marquardt

El algoritmo de Levenberg-Marquardt es un método en el cual se presenta una ligera
modificacién sobre el método tradicional de Newton, consistente en aproximar la matriz
hessiana mediante V2E(wy) =~ J(wy)T J(wy) + px! y por lo tanto

Ty = @ — [J(xr)" T (xr) + pd] 7 (1) R(y). (2.25)



2.2. Métodos de solucién 13

Este método surgié para evitar las dificultades del método Gauss-Newton cuando, a
lo largo del proceso iterativo, en algin punto xj, la matriz Jacobiana no tiene rango

completo o estd mal condicionada. Cuando p = 0, la direccién de busqueda es la
direccién de Gauss-Newton y si ux toma un valor muy grande, la direccién de descenso
es paralela con la direccién de mdzimo descenso (d = —V f(xy)), por lo cual podemos

ver que este método combina los métodos de descenso por gradiente y Gauss-Newton [5]

[4]-

El método (2.25), del cual existen varias versiones que varian segin la estrategia para
escoger [ , fue sugerido por Levenberg en (1944) y luego por Marquardt en (1963).

El método de Levenberg-Marquardt también puede verse como una modificacion del
método de Gauss-Newton en la cual, usamos la estrategia de region de confianza para
encontrar el punto ., basindonos en el modelo (2.18) para resolver el subproblema
de minimos cuadrados lineales con restricciones

1
Minimizar 5 | R(zk) + J(z) (T — x) ||3, (2.26)

sujeto a |z — x| < 0k

La solucién de (2.26) también es dada por (2.25), solo que, en este caso pup = 0 si
| J ()T T (zs)] 7 T (1) T R(zk)||2 < Ok, en cuyo caso, la direccién de Gauss-Newton es la
solucién y ug > 0 en otro caso [5].

Las propiedades de convergencia del método de Levenberg-Marquardt son similares a las
del método de Gauss-Newton, sin embargo, muchas implementaciones de su algoritmo
superan las desventajas propias del método de Gauss-Newton; entre ellas, la implemen-
tacién dada por Moré, contenida en el MINPACK?, ha resultado muy exitosa en la
practica, por lo cual este método es recomendado para resolver Problemas de Minimos
Cuadrados No Lineales. Otra de las grandes ventajas de este método es que estd bien
definido aun cuando la matriz J(xx) no sea de rango completo. Se ha demostrado que
varias versiones del algoritmo de Levenberg-Marquardt tienen convergencia global, como
las dadas por Powell (1975), Osborne (1976) y Moré (1977) [5].

2MINPACK es una biblioteca de subrutinas de FORTRAN altamente portétil, robusta y confiable,
usada para resolver sistemas de ecuaciones no lineales o Problemas de Minimos Cuadrados Lineales y
No Lineales [19].
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2.2.4. Meétodos Secantes

En la iteracién de Newton (2.13), es necesario calcular la matriz hessiana de f en @
y para encontrar el paso de Newton, via factorizacion de Cholesky, se requiere que la
matriz V2f(x) sea definida positiva; por lo cual, a no ser que ella tenga una estructura
particular, dicha factorizacién es muy costosa computacionalmente. Si a lo anterior le
agregamos el hecho de que, en general, el sélo calculo del hessiano de f en x; ya es muy
costoso, se hace indispensable tener métodos que resuelvan el mismo problema de mini-
mizacién, sin tener que realizar estos calculos. De esta manera, surgen los denominados
métodos cuasi Newton, los cuales usan una aproximaciéon de la matriz hessiana en lugar
de ella misma. Asi, si By, es una “buena’ aproximacién de la matriz hessiana VZ2f(xy),
entonces la direccion cuasi Newton serd la solucion al sistema de ecuaciones lineales

Cuando decimos una “buena” aproximacion, nos referimos a que requerimos que By con-
serve las buenas propiedades del hessiano (simetria) y que permita encontrar direcciones
de descenso (definida positiva). Asi, al resolver un problema de minimizacion, usando un
método cuasi Newton, ganamos estabilidad numérica, eficiencia y convergencia [21].

Si ademas, actualizamos la aproximacion By de tal forma que satisfaga la llamada ecua-
cién secante?

Bipi(@ps1 — @) = Vf(@pr1) — V(i) (2.28)

entonces surgen los denominados métodos secantes, cuya iteracién basica es la siguiente,

Bisy = =V f(xy)
L1 — Tk + S (229)
Briisy = vy,

donde s, = Tp11 — @k, Y, = VI (@ry1) — VFf(xr) v Bryr es llamada actualizacion
secante.

Existen varias actualizaciones secantes exitosas. Entre ellas estan la BFGS, propuesta
independientemente por Broyden en (1969) y Fletcher, Goldfarb y Shano en (1970), dada

3El nombre de ecuacidén secante se utiliza porque en el caso n = 1, By, representa la pendiente de
la recta secante a la grifica de la funcién f’ que une los puntos (zg, f'(zx)) v (Tr+1, [/ (@g+1))-
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por

T T
YiY,  DBrsisy By
B = B — 2.30
s Rt yr sy s} Bysy, ( )

y la actualizacién DFP propuesta por Davidon en (1959), Fletcher y Powell en (1963)
definida por

Bioi = B+t (Yx — Besu)yi + Yu(yi — Bese)” (g — Bksk’)T'sk’ykyg(Z 31)

Y Sk (yisn)?

En la préctica, se recomienda la actualizacion BFGS, debido a que su desempeno numéri-
co es mejor; sin embargo, la actualizacion DFP fue la primera actualizacion secante
propuesta, por lo cual tiene un gran interés tanto histérico como analitico [21][5].

Infortunadamente, los métodos secantes tal y como han sido descritos hasta aqui, no
aprovechan la estructura de la matriz hessiana dada en (2.4). Es decir, no aprovechan
los calculos del jacobiano ya realizados. Una alternativa para ello, la representan los
llamados métodos secantes estructurados. Estos métodos son apropiados para problemas
en los cuales la matriz hessiana, tal como sucede en el problema (2.1), se puede expresar
en la forma

V2f(x) = C(z) + S(x),

donde C(x) contiene informacién “facil”de obtener y S(z) contiene informacion que es
“dificil”o imposible de calcular. Asi, en un método secante estructurado, basta hacer una
aproximacién secante de la parte “dificil”, S(x), conservando el resto de la estructura.

En particular, para el problema de minimos cuadrados no lineales (2.1), tenemos que

V2f(z) = C(z)+ S(x), donde
Clz) = J(x)T J() y Zn VIV 2 () (2.32)

Con ello, en un método secante estructurado, para el problema de minimos cuadrados
no lineales (2.1), hacemos el proceso iterativo

Tpy1 = T+ Sk
A1 = A+ A(sks yk#, A, i) (2.33)
Birn = App+C(xpq),
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donde sy, es el paso quasi-Newton definido por (2.27), Ay es una aproximacién a S(xy)
y A(sg, yk#, Ay, vi), llamada correccion de actualizacion secante que esta definida por

Alse, y, Ay, vy) = (i — Ars)vi +vi(yf — Aesi)” (gl — Axsi)" spvio]

v s}, (v s1)?

(2.34)

El vector v, € R" es denominado la escala y es a menudo una funcién de s, y y B.
Asi, diferentes valores de la escala conducen a diferentes actualizaciones, por ejemplo:

PSB v =
DFP v = y (2.35)

s"Bs
SR1 v = y— Bs. (2.36)

TS 1/2
BFGS 'v:y—l—[y } Bs

Los vectores y y yk# son aproximaciones a V2f(z)s y S(xy)s, respectivamente.

Dennis en (1976) y Bartholomew-Biggs en (1977) sugirieron independientemente la es-
cogencia para yk# dada por

yi = (J(@in)" = J (@) R(xp)
y Al-Baali y Fletcher en (1985) sugirieron usar
Y= y; +J(@l) T (@en)s

en lugar de y = Vf(xr1) — Vf(xr), mejorando asi el comportamiento del cédigo
NL2SOL *.

Entre las ventajas del método secante estructurado esta, el hecho de que no es necesario
el célculo analitico de la matriz hessiana, sin embargo, se aprovecha su buena estructura,
ya que se aproxima solo la parte del hessiano que contiene informacion de segundo orden,
la cual es costosa de obtener computacionalmente o dificil de obtener analiticamente.

4 NL2SOL es una biblioteca de FORTRAN90 que implementa un algoritmo para resolver problemas
de minimos cuadrados no lineales y fue creada por John Dennis, David Gay y Roy Welsch. Este es un
método de implementacion para el algoritmo secante estructurado que usa una estrategia de regién de
confianza para globalizarlo [16] [5].
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La teoria de convergencia para los métodos secante estructurados PSB, DFP fue desarro-
llada en 1981 [6] mientras que la del método BFGS estructurado fue establecida en 1989
[17]. Una aplicacién directa de esta teoria da la primera prueba de convergencia local
y q-superlineal del método BFGS estructurado para el problema de minimos cuadrados
no Lineales, el cual es usado por Dennis, Gay, y Welsh en la version actual del popular
y exitoso cédigo NL2SOL [7].



Capitulo

Redes Neuronales Artificiales (RNA)

Las redes neuronales artificiales son sistemas de procesamiento de informacion que co-
pian esquemdticamente la estructura neuronal del cerebro (Figura 3.1) para tratar de
reproducir sus capacidades, por ello, son capaces de aprender de la experiencia a partir
de las senales o datos provenientes del exterior[14].

En este capitulo, describimos, en forma general, las redes neuronales artificiales desde
su posicién e importancia histérica y modelacién matemadtica, hasta sus métodos (al-
goritmos) de entrenamiento. En particular, del perceptréon multicapa, una red neuronal
artificial, cuyo algoritmo de entrenamiento denominado retropropagacion de errores, hizo
de ella una de las méas usadas para resolver problemas de aplicacion, que con algoritmos
tradicionales eran muy dificiles o hasta imposibles de resolver. Sobre esta red, haremos
una descripcion detallada de su estructura y funcionamiento, centrandonos en su método
de entrenamiento, el cual nos conduce a resolver un problema de minimos cuadrados no
lineales (ver Capitulo 1).

3.1. Breve resena historica

La historia de las redes neuronales artificiales estd llena de creatividad individual en
diferentes campos y ha sido documentada por varios autores. Un ejemplo de ello es el
libro de James Anderson y Edward Rosenfeld titulado Neurocomputing: Foundations of
Research, en el el cual se coleccionan y editan 43 documentos de interés histérico [15].

18
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Figura 3.1: Redes neuronales [10].

Se puede decir que la construccion de mdquinas inteligentes se inicié durante la segunda
guerra mundial, propiamente con el diseno de ordenadores analdgicos para controlar
canones antiaéreos y de navegacion. Esto inspird a investigadores en diferentes areas de
la ciencia y la ingenieria para crear maquinas capaces de imitar algunas funciones propias
de los animales, dando inicio a la cibernética, término usado para designar el estudio
unificado del control y la comunicacién entre los animales y las maquinas. Sin embargo,
aunque estos computadores resolvian problemas muy complejos e incluso podian jugar
ajedrez contra expertos y ganar, fue solo hasta la aparicién de las redes neuronales
artificiales, que hubo una méaquina que desarrollara funciones, tan simples para el cerebro
de una rana, como la de captar el vuelo de una mosca.

Desde antes de la aparicion del primer computador hasta hoy, han ocurrido varios hechos
que marcaron la historia de las redes neuronales artificiales; a continuacién destacamos
cronolégicamente algunos de ellos [14] [1].

o 1888. Santiago Ramon y Cajal. Descubri6 que el sistema nervioso estd compuesto por
una red de células individuales (neuronas) ampliamente interconectadas.

o 1937 Alan Turing. Emprendié el estudio formal de la computacién e introdujo la
mdaquina de Turing.
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o 1943. Warren McCuloch (Neurofisiclogo) y Walter Pitts (Matemdtico). Concibieron
los fundamentos de la computacién neuronal y modelaron una red neuronal simple
mediante circuitos eléctricos.

e 1944. John Von Newmann. Concibi6 el computador basado en ldgica digital que opera
ejecutando una serie de instrucciones precisas; es decir, un algoritmo.

e 1949. Donald Hebb. En su libro The Organization of Behaviour, establece una conexion
entre psicologia y fisiologia. Fue el primero en explicar los procesos del aprendizaje
desde un punto de vista psicolégico, desarrollando una regla de aprendizaje que hoy
en dia es la base de las funciones de aprendizaje en las mayoria de las redes neuronales
artificiales.

e 1957 Frank Rosenblatt. Comenz6 el desarrollo del Perceptron (la red neuronal més
antigua).

e 1960. Bernard Widrow y Marcial Hoff. Desarrollaron el modelo Adaline (primera red
neuronal aplicada a un problema real).

e 1969. Marvin Minsky y Seymour Papert. Criticaron fuertemente el Perceptron, lo que
produjo un estancamiento de mas de 10 anos en el estudio de las redes neuronales
artificiales, dando lugar a la introduccién de sistemas expertos!.

e 1974. Paul Werbos. Desarroll6 la idea basica del algoritmo de aprendizaje de propa-
gacién hacia atras (backpropagation).

o 1985. John Hopfield. Ayudd al renacimiento de las redes neuronales con su libro
Computacion neuronal de decisiones en problemas de optimizacion.

e 1986. David Rumelhart y G. Hinton. Redescubrieron el algoritmo de aprendizaje de
propagacion hacia atrés (backpropagation), lo que mejoré notablemente el panorama
oscuro dejado por las criticas de Minsky y Papert.

En la actualidad, son numerosos los trabajos que se realizan y publican cada ano, las
aplicaciones nuevas que surgen (sobretodo en el drea de control) y las empresas que
lanzan al mercado productos nuevos, tanto en hardware como en software (sobre todo
para simulacién).

Las redes neuronales artificiales estan inspiradas en las redes neuronales biolégicas del
cerebro humano y por ello, presentan varias caracteristicas que las hacen similares, no

'Los sistemas expertos son programas de computador complejos, en los cuales se retine el conoci-
miento de una serie de expertos en un drea particular en forma de reglas de decisién [14].
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solo en su estructura, sino en su funcionamiento. Por ejemplo, ambas aprenden de la ex-
periencia, generalizan de ejemplos previos a ejemplos nuevos y captan las caracteristicas
relevantes de una serie de datos. Asi que, para entender como funciona una red neuro-
nal artificial, primero es conveniente entender el funcionamiento de las redes neuronales
biolégicas (Figura 3.2).

3.2. Redes neuronales biolégicas

Figura 3.2: Red neuronal bioldgica [11].

Una caracteristica sobresaliente del cerebro frente al computador es la alta interconexién
de sus elementos constituyentes mas pequenos, las neuronas. Esta capacidad de operar
en paralelo le permite realizar rapidamente tareas que necesitan una gran cantidad de
calculos y tiempo en potentes computadores.

Se estima que el sistema nervioso contiene alrededor de 100 mil millones de neuronas.
Vistas en un microscopio, estas neuronas presentan diferentes formas. En general, la
mayoria tienen un aspecto similar compuesto por un cuerpo o soma, del cual surge unas
ramificaciones denominadas dendritas y una fibra tubular llamada axon que también se
ramifica en su extremo final para conectarse con otras neuronas y formar asi, las llamadas
redes neuronales bioldgicas o simplemente redes neuronales (Figura 3.3).

Comparadas con un microprocesador elemental, de los que se usan en un computador
sencillo, las neuronas son procesadores de informacién mucho més simples?, sin embargo,
funcionan de manera andloga, en el sentido de que tienen las dendritas como canal de
entrada de la informacién procedente del exterior (en el caso de las neuronas receptoras o

2En realidad, la virtud de la redes neuronales radica en la alta interconexién entre las neuronas y no
de su capacidad individual.
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Dendrita

Nucléo

Figura 3.3: Partes principales en una neurona bioldgica [3].

sensoras) o de otras neuronas (en el caso de la neuronas transmisoras o interneuronas),
el soma como la parte donde se procesa la informacién y el axon como canal de salida
hacia otras neuronas (neuronas transmisoras) o hacia el exterior (neuronas efectoras)[14].

La manera como se transmite la informacién entre las neuronas se denomina sinapsis.
Las neuronas que envian la informacién a otras neuronas se denominan presindpticas y
aquellas que la reciben, postsindpticas. Dicha transmision se hace de manera unidirec-
cional y puede ocurrir mediante impulsos eléctricos o reacciones quimicas que activan o
desactivan la comunicacién entre una neurona y otra. Todo esto se conjuga en el sistema
nervioso de los seres vivos, haciendo que su funcionamiento se haga de manera parale-
la y de tal modo que compense la deficiencia individual de cada neurona, en cuanto a
velocidad de procesamiento se refiere.

Los aspectos mencionados en los parrafos anteriores se centran en el funcionamiento
basico de una red neuronal artificial. Esta red adecia las caracteristicas de la red bio-
l6gica, mediante un programa algoritmico o mediante la construccién de un circuito
electronico.
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3.3. Redes neuronales artificiales

Informalmente, un sistema neuronal artificial tiene una estructura andloga al sistema
neuronal biologico cuyos elementos basicos, llamadas neuronas artificiales, se conectan
entre si y se organizan en capas para formar la red neuronal.

Formalmente, desde el punto de vista del grupo PDP(Parallel Distributed Processing
Research Group®, de la Universidad de California en San Diego), una red neuronal ar-
tificial, también conocida como sistema neuronal artificial, la componen los siguientes
elementos: un conjunto de procesadores elementales o neuronas artificiales, un patron
de conectividad o arquitectura, una dindmica de activaciones, una regla o dindmica de
aprendizaje y el entorno donde opera [14].

3.3.1. Modelo general de neurona artificial

I
n Yi
L f E Wi;T; — 0; A
J=1
Tn

Figura 3.4: Partes principales de una neurona artificial.

Al igual que una neurona bioldgica, una neurona artificial posee unas entradas que
pueden provenir del exterior o de otras neuronas conectadas a ella y proporciona una
unica salida. En una red neuronal artificial, los elementos que constituyen la “neurona

7

i” son los siguientes (Figura 3.4) [14]

3Grupo de investigacién en RNA, responsables, en gran medida, del renacimiento de las redes neu-

ronales a mediados de los ochenta, cuyo trabajo se publicé en dos volimenes considerados clasicos
[Rumelhart, MacClelland)] [14].
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» Entradas: z;(t). Estas pueden ser binarias o continuas dependiendo del modelo
de red y la aplicacién que vaya a considerar.

» Pesos sinapticos: w;;. Representan la intensidad de interaccién entre cada neuro-
na presindptica j y la neurona postsindptica i; dichos pesos se pueden representar
mediante una matriz W = (w;;) € R™*".

» Regla de propagacién: o(w;;,z;(t)). Proporciona el valor del potencial post-
sindptico h;(t) = o(w;j,z;(t)) de “neurona i”en funcién de sus pesos y entradas. La
mas comun es de tipo lineal y se calcula como la suma ponderada de las entradas
con los pesos sinapticos, lo que vectorialmente seria el producto escalar de los
vectores de entradas y de pesos

n
j=1

» Funcidén de activacién o de transferencia: f;(a;(t — 1), h;(t)). Proporciona el
estado de activacion actual (a;(t) = fi(a;(t — 1), h;(t)) de la neurona i, en funcién
de su estado anterior (a;(t — 1)) y de su potencial postsindptico actual, aunque en
muchos modelos se considera que el estado anterior no interviene en el proceso.
Las funciones mas usadas se muestran en la Tabla 3.1.

» Funcidn de salida: F;(a;(t)). Proporciona la salida actual y;(t) = Fi(a;(t)) de la
neurona ¢ en funcién de su estado de activacion. Por lo regular se usa la funcion
tdentidad, de tal manera que la funciéon de activacion de la red se considera como
la misma salida.

En general, el modelo que habitualmente se usa es aquel cuya regla de propagacién
es la suma ponderada de las entradas y sus pesos respectivos, la funcién de activacion
proporciona su salida y tiene un parametro adicional 6;, conocido como umbral o bias,
que puede tener diferentes usos dependiendo del modelo. Asi, dicho modelo se puede
expresar por la igualdad

yi(t) = fi (Z Wijxj — 92‘) =fi (Z wz‘jfﬂj) ;
=1 =0

donde en la ultima parte hemos incluido el pardametro 6; como si fuera el peso w;g, con
la convencion de que xg = —1.
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FPunciones de activacion
Identidad y==x
= sign(x
Escalon Y gn(z)
y = H()
—lsix<—1
Lineal a tramos | y=4¢ xsi —1<zx <1
lsiz>1
1
Yy = 1=
Sigmoidea I
y = tgh(z)
Gaussiana y = AeB*
Sinusoidal y = Asen (wz + @)

Tabla 3.1: Funciones de activacion mds usadas.

3.3.2. Estructura de una red neuronal artificial

Como lo mencionamos anteriormente, la neurona artificial por si sola posee una baja
capacidad de procesamiento, su verdadero potencial radica en su alta interconexién con
otra neuronas, lo que da lugar a la formacion de las redes neuronales artificiales.

En una red neuronal artificial, las neuronas se conectan por medio de las sinapsis y esta
estructura de conexiones determinan el comportamiento de la red [14]. Las conexiones
sinapticas son unidireccionales; es decir, la informacién tinicamente puede propagarse en
un solo sentido de una neurona (presindptica) a otra (postsindptica). Las neuronas que
reciben la misma informacién (misma entrada) se suelen agrupar en unidades estructu-
rales denominadas capas o niveles. El conjunto de una o mas capas constituye la red
neuronal.
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En una red neuronal artificial podemos distinguir tres niveles o capas. Una capa de
entrada formada por las neuronas que reciben la informacién del medio exterior, una
capa de salida formada por las neuronas que transfieren la informacion procesada al
exterior y una capa intermedia u oculta (la cual puede o no existir), en la cual se
procesa toda la informacion sin tener conexion con el entorno donde opera.

Dependiendo del enfoque, se pueden establecer diferentes arquitecturas de las redes neu-
ronales artificiales. De acuerdo al niimero de capas, hablamos de redes neuronales mono-
capa compuestas por una unica capa o redes neuronales multicapa compuestas por varias
capas. En relacién a la manera como fluye la informacion, tenemos las redes neuronales
unidireccionales (feedforward), en las cuales la informacién fluye en un solo sentido y las
redes recurrentes o retroalimentadas (feedback), en las que la informacién puede fluir en
cualquier sentido, incluido el de entrada-salida.

3.3.3. Aprendizaje

La estructura de una RNA no estd completa si no podemos garantizar que ésta funcione
correctamente; para ello, al igual que nuestro cerebro funciona mejor en la medida que
reciba un buen aprendizaje o entrenamiento, las redes neuronales artificiales necesitan
pasar por un proceso de aprendizaje.

El aprendizaje de una red neuronal artificial es el proceso por el cual se ajustan sus pesos
sinapticos, con el fin de adaptar su desempeno en el entorno donde opera. El tipo de
aprendizaje es determinado de acuerdo a la manera en que dichos pesos son ajustados.

El ajuste se puede realizar en dos niveles. El mas comtn consiste en modificar los pesos
sinapticos siguiendo una cierta regla de aprendizaje, construida por lo regular a partir
de la optimizacion de una funcion de error, que mide la veracidad en la respuesta de
la red. El otro nivel de aprendizaje, incluido por algunos modelos, consiste en modificar
la arquitectura de la red, anadiendo o destruyendo neuronas; en cualquiera de los dos
procesos, la informacién relevante de los datos de entrada debe quedar incorporada en
la estructura de la red.

Para el ajuste del primer nivel, existen basicamente dos tipos de aprendizaje, el super-
visado, el cual se caracteriza por tener un control externo a través de un supervisor o
maestro, el cual conoce las salidas deseadas correspondientes a las respectivas entradas y
el no supervisado o autoorganizado que consiste en estimar los pesos de la red en funcion
de la caracterizacion de los datos de entrada de acuerdo a un objetivo especifico que
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nos permite detectar sus patrones. Adicionalmente, existen el aprendizaje hibrido y el
aprendizaje reforzado [14][1].

Lo que hacen algunos algoritmos de aprendizaje supervisado es minimizar una funcién
error a través de métodos iterativos, por lo cual, pueden surgir problemas numéricos de
convergencia o de costos computacionales.

También es importante distinguir entre el error cometido por la red en el proceso de
entrenamiento y el error que la red ya entrenada comete ante entradas no utilizadas en
el proceso de entrenamiento, esto mide la capacidad de generalizacion de la red [14].

3.4. Redes neuronales supervisadas

En esta seccién, trataremos algunos de los modelos de redes neuronales més populares;
las redes unidireccionales que usan aprendizaje supervisado, las cuales se conocen como
redes neuronales para representacion o ajuste funcional [14].

Dentro de este grupo de modelos de redes neuronales artificiales, estan el perceptron sim-
ple, la adalina y el perceptron multicapa. El algoritmo de entrenamiento o aprendizaje
del perceptron multicapa se denomina de retropropagacion de errores o backpropagation
y hace que este modelo sea el mas empleado hasta el momento en muchas aplicaciones
practicas. FEl perceptron simple y la adalina son de gran interés histérico, pues su evo-
lucién representa la historia misma de las redes neuronales artificiales [14]. En general,
la importancia de estos modelos se debe a su caracter de dispositivos entrenables, sus
algoritmos de aprendizaje son llamados algoritmos de correccion de errores debido a que
ajustan los pesos en proporcién a la diferencia que existe entre la salida obtenida y la
salida deseada, con el objetivo de minimizar el “tamano” de dicha diferencia.

3.4.1. El perceptron simple

El perceptron simple o perceptron fue introducido por Rosenblatt a finales de los anos
cincuenta y es un modelo unidireccional, compuesto por dos capas de neuronas, una
sensorial o de entradas, y la otra efectora o de salida.

Esta red neuronal artificial, llamada también funcién de ajuste de patrones (pattern-
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mapping), aprende a clasificar datos linealmente separables, mediante un aprendizaje
supervisado y con salidas binarias [14].

La operacién de un perceptron con n neuronas de entrada y m de salida, se puede expresar
mediante la igualdad

yi:H<ZwijZUj—9i>, 1<i<m,
=1

donde el término 6; representa un umbral de disparo o activacién y H es la funcion
escalon (Tabla 3.1).

~

Entrada Salida ()

Figura 3.5: Neurona tipica del perceptron simple y conjunto de datos linealmente separables.

3.4.2. La adalina

La red adalina o adaline (adaptive linear element) fue introducida por Widrow en
1959 y utiliza una neurona similar a la del perceptron, solo que su funcion de activacion
es lineal. Por otro lado, incorpora una unidad conocida como bias, igual al umbral del
perceptrén, pero con el fin de no anclarla al origen del sistema de entrada [14].
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De esta manera, la salida de la adalina es de la forma

n

Jj=1

La caracteristica principal del perceptron y de la adalina es que permiten clasificar mo-
delos linealmente separables; es decir, conjuntos de datos que se pueden separar mediante
un hiperplano. Sin embargo, también son incapaces de resolver problemas de clasificacion
de conjuntos que no son linealmente separables.

3.4.3. El perceptron multicapa

Debido a las fuertes limitaciones del perceptron y la adalina, lo que fue evidenciado por
Minsky y Papert en su libro Perceptrons [1][18], la investigacién en redes neuronales
se detuvo durante casi una década. Por otro lado, Rosenblatt ya intuia que si agrega-
ba una capa de neuronas (capa oculta) entre las capas de entrada y de salida, podia
resolver dichos problemas. No obstante, quedaba el interrogante de ;cémo debia ser el
entrenamiento de esta red, si no se conocia la salida obtenida en la capa oculta? Este
interrogante fue resuelto en gran medida por Paul Werbos en (1974), cuando propone en
su tesis doctoral el algoritmo denominado retropropagacion de errores (backpropagation)
[1], 1o que dio origen al perceptrdn multicapa o MLP (Multi-Layer Perceptron) [14] [1].

El algoritmo de retropropagacion de errores se desarrolld en un contexto general, para
cualquier tipo de red, siendo las redes neuronales una aplicacién especial, razén por la
cual el algoritmo no fue aceptado dentro de la comunidad de investigadores de redes
neuronales. Fue solo hasta mediados de los afios 80, cuando este algoritmo fue redes-
cubierto al mismo tiempo por varios investigadores, David Rumelhart, Geoffrey Hinton,
Ronal Williams, David Parker y Yann Le Cun y se popularizé cuando fue incluido en
el libro Parallel Distributed Processing Group (grupo PDP) por los psicdlogos David
Rumelhart y James McClelland. La publicacién de este libro trajo consigo un auge en
las investigaciones con redes neuronales, siendo el perceptron multicapa una de las redes
méas ampliamente empleadas, atin en nuestros dias [14][1].

El perceptron multicapa es una red neuronal unidireccional constituida por tres o mas
capas: una capa de entrada, otra capa de salida y el resto de capas intermedias denomi-
nadas capas ocultas. La estructura de un perceptrén multicapa, con una capa oculta?, se

4Existen diversas demostraciones de que este modelo de perceptrén multicapa es un aprozimador
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Capa salida
Capa oculta

Capa entrada

Figura 3.6: Perceptrén multicapa (MLP).

representa en la Figura 3.6 .

Sean x;, las entradas de la red; y;, las salidas de la capa oculta; z, las salidas de
la capa final; w;j, los pesos de la capa oculta y 6;, sus umbrales; w;Cj, los pesos de
la capa de salida, y 6}, sus umbrales, para todo ¢ = 1,...,n,5 = 1,...,q y para
todo k=1,...,m. La operacién de un perceptron multicapa con estas caracteristicas se
expresa matematicamente por la ecuacion

q q n
j=1 j=1 i=1

donde f esla funcion de activacion.

Como ya mencionamos, el aprendizaje de un perceptron multicapa se hace a través de la
minimizacion de una funcion error que mide la diferencia entre la salida z obtenida por
la red y la salida deseada t.

universal de funciones [14].
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Matematicamente, la funcién error es

E: R — R
w — F(w),

donde para nuestro caso, el vector w tiene como componentes los pesos sindpticos. La
grafica de este campo escalar es una hipersuperficie. Asi, asociado al aprendizaje de un
perceptron multicapa, tenemos el siguiente problema de minimizacién

Minimizar E(w).
we R" (3.2)

En el caso de una muestra finita formada por los patrones de entrada, ', o, ..., @,
vectores de R”, cada uno de los cuales tiene como componentes las entradas de la red y
de los vectores en R™, ¢, #, ..., #, que contienen las salidas deseadas, la funcién error
E es la siguiente

1 G 1<
Blw) = 5 33 - Aw)P = 5 3 I - 2w} (33)
p=1 i=1 =1
donde cada vector z*(w) € R™, con u=1,...,p, contiene las respuestas de la red. Asi,

la funcién E permite obtener el error cuadrdtico medio de las salidas de la red respecto
de las deseadas [14].

En el marco conceptual que estamos describiendo, el algoritmo de retropropagacion de
errores aparece como una con secuencia natural de extender el algoritmo (LMS) a las
redes multicapa. Para ello, planteamos una funcion de error y derivamos, no solo respecto
a los pesos de la capa de salida, sino también respecto a los pesos de las capas intermedias,
haciendo uso de la regla de la cadena, para lo cual, es indispensable que las funciones de
transferencia entre las capas sean diferenciables [14].

En el proceso iterativo del algoritmo de entrenamiento de una red neuronal multicapa,
se lleva a cabo una fase de ejecucién para los patrones de entrenamiento. Existen dos
maneras de hacer esta ejecucion, una denominada aprendizaje por lotes, que consiste
en presentar a la red todos y cada uno de los patrones de entrenamiento, calcular para
cada patron, el error en la salida y por tltimo, proceder a hacer la actualizacion de
los pesos sindpticos y la otra llamada aprendizaje en serie que consiste en calcular el
error en la salida y actualizar los pesos sindpticos tras la presentacion de cada patron
de aprendizaje, teniendo presente que en cada iteracion, el orden en la presentacion de
los patrones sea aleatorio [14].
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Para el perceptron multicapa definido anteriormente, si * para 4 = 1,...,p es un patréon
de entrada, la operacion de la red (3.1) se expresa como

q q n
=9 (Z whyl — 92) =g (Z Wiy f (Z wjil — 9j> - 92) . (34
j=1 =1 i=1

donde ¢ es la funcién de activacién de las neuronas de salida y f de las ocultas (ambas
funciones pueden ser sigmoidales aunque a menudo, la funcién ¢ es la identidad). En
este sentido, la funcién error cuadrdtico medio es

/ / ]‘ z = : / / i
iy 1) <335 8o (b -a)| - o9
j=1

p=1 k=1

El problema (3.2) con E definida por (3.3) es un problema de minimos cuadrados no
lineales [5]. Para este problema existen muchos métodos de solucién, algunos de los cuales
fueron tratados de manera general en el Capitulo 1 [14].



Capitulo

Pruebas numéricas

En la actualidad, son numerosas las aplicaciones de las redes neuronales artificiales y la
investigacion aun continia. Profesionales de diferentes dreas, tales como Ingenieria, Ma-
temadticas, Filosofia, Fisiologia y Psicologia, entre otros, han unido sus esfuerzos debido
al potencial que ofrecen estos modelos computacionales para resolver diferentes problemas
en sus respectivas dreas de desempeno profesional [26].

En este capitulo, implementamos por primera vez, el método secante estructurado para
el entrenamiento del perceptrén multicapa. Con el propésito de comparar su desem-
peno numérico, también implementamos los métodos de Gauss-Newton y Levenverg-
Marquardt, ampliamente utilizados con el mismo propésito, en paquetes (o programas)
como el Toolbozr de redes neuronales de MATLAB®.

Usamos las cuatro férmulas (2.35) para actualizar en cada iteracion la matriz Ay dada
por (2.33) con lo cual, tenemos cuatro versiones del algoritmo secante estructurado, las
cuales llamaremos: método PSBE, DFPE, BFGSE y SR1E, respectivamente.

Para las pruebas numéricas, consideramos el entrenamiento de dos redes del tipo per-
ceptron multicapa para resolver sendos problemas: evaluar la funcion seno y predecir el
consumo de energia eléctrica en una determinada region, en un dia dado y una hora
determinada en anos futuros a los de la toma de la muestra.

Para escribir los cédigos de los algoritmos y de las funciones objetivo de cada problema,
usamos el software MATLAB®. Realizamos las pruebas numéricas en un computador Intel

33
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(R) Core (TM) i5-CPU de 2.67 GHz. La presentacion de los pardmetros de entrenamiento
la hicimos usando la técnica de entrenamiento por lotes descrita en el Capitulo 3.

4.1. Algoritmo general para el entrenamiento de un
perceptron multicapa

Como lo mencionamos en el Capitulo 2, matematicamente, en el entrenamiento del
perceptron multicapa resolvemos un problema de minimizacion; concretamente

Minimizar E(w)
we R" (4.1)

donde E(w) estd definida por (1.2).

Teniendo en cuenta que tanto los pesos como los umbrales son los parametros a ajustar,
la variable independiente de la funcién objetivo del problema de minimizacién a resolver,

es un vector de la forma
w;

by

w;
b

donde w; y b; son vectores que contienen, respectivamente, los pesos y los umbrales! de
la i-ésima capa. El minimizador de (3.2) lo denotaremos w.

En general, para la obtencién de los pesos iniciales, se recomienda iniciar con vectores
aleatorios [14]; sin embargo, dada la dificultad de que estos sean unos buenos pesos
iniciales, los algoritmos estan implementados, usando una estrategia de globalizacion
denominada busqueda lineal, que permita iniciar desde cualquier punto [20][5].

Para actualizar los pesos, usamos los métodos globalizados; es decir, en cada iteracién,
determinamos una direccion de descenso dy v luego aplicamos una estrategia de busqueda
lineal, para encontrar un tamano de paso A con el cual definimos la aproximacion siguiente
mediante la iteracion wgy 1 = wy + Ad.

'En adelante, consideraremos a los umbrales como si fueran pesos con entrada constante igual a —1.
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Usamos dos criterios de parada: uno relacionado con el tamano del gradiente de la fun-
cion objetivo (g = VE(w)) y el otro, relacionado con el numero de iteraciones (n).
Exactamente, declaramos convergencia si ||glla < tol y divergencia si n > N, donde
tol es un numero real muy pequeno que denota la tolerancia usada y N es el nimero
maximo de iteraciones en el algoritmo.

Teniendo en cuenta lo anterior, presentamos a continuacién la estructura general del
algoritmo para el entrenamiento de un perceptron multicapa.

Algoritmo.

Patrones de entrenamiento: «* y t*, u=1,...,p.
Ao =1, a=0.0001 y a =0.01.

P.0 Inicializacién

= Generar los pesos iniciales wy.
s Calcular la salida de la red para los p pardmetros de entrenamiento.

= Calcular el error en la salida.
P.1 Mientras ||VE(wy)|2 >Tol y k< N
» Busqueda direccional.
Calcule By, y s; tal que
Bisy = —VE(wy)
= Tamano de paso.
E(wy, + M\esi) < E(wy) + a\VE(wy) s,
= Actualizar w.

Wit = Wy + A Sp
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» Calcular la salida de la red para los p pardmetros de entrenamiento.

» Calcular el error en la salida.

P.2 Actualizar la informacion.

4.2. Pruebas numéricas

Realizamos dos tipos de pruebas numéricas:

1. Comparar el desempeno numérico de las cuatro versiones del método secante es-
tructurado: Métodos PSBE, DFPE, BFGSE y SR1E.

2. Comparar el desempeno numérico de los métodos BFGS, Levenverg-Marquard,
Gauss-Newton y “el mejor” de los anteriores.

Problema 1: Evaluacion de la funcion seno.

Este problema ilustra el uso del percetron multicapa como aproximador universal de
funciones. En efecto, para cualquier funcion de R™ en R siempre es posible disenar y
entrenar un perceptréon multicapa, de tal manera que realice un ajuste de los datos de
dicha funcién con un grado de precisién predefinido [1]. En particular, es relativamente
sencillo evaluar una funcién de variable y valor real tal como la funcion seno, mediante
una de estas redes.

Este problema lo resolvimos mediante una percetrén multicapa de tres capas (Figura
4.1), donde el nimero de neuronas en la capa oculta (nco) es definido por el usuario. Los
patrones de entrenamiento fueron & = (x1,29,...,7,) p =41 y t = (t1,t2,...,t,)"
con t; = senx;, donde las componentes del vector  (entradas de la red) son nimeros
reales distribuidos uniformemente en el intervalo [0, 27]. Usamos como funcién de acti-
vacién la funcién sigmoidal (logsig) v la identidad (purelin) en la capa oculta y de salida,
respectivamente [1].
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by

Figura 4.1: Percetron multicapa que aproxima la funcion seno.

El vector de pesos iniciales para cada valor de nco, wg®, lo generamos aleatoriamente

con la funcion de MATLAB® randn(-,-), exactamente w® = randn(3nco+1,1). Asi,

—0.082
0.538 —1.933
L 834 —0.439
0.538 5950 —1.795
1.834 0862 0.8405
—2.259 0.319 —0.889
0.862 1308 0.100
0.319 0433 —0.544
—1.308 0.343 0.303
wi=| —0433 | w)= 3 578 wd = | —0.600
0.343 5769 0.490
3.578 1350 0.739
2.769 5035 1.719
—1.350 0795 —0.194
3.035 0.063 —2.138
0.725 ' —0.839
0.715
0.0 1.354
' —1.072

0.961
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Presentamos los resultados de estas pruebas para el Problema 1 en dos tablas cuyas
dos primeras columnas contienen la informacién sobre el numero de neuronas en la capa
oculta (nco) y la tolerancia usada ( Tol ). Las cuatro columnas siguientes contienen, para
cada método, el tiempo de ejecucién (t), medido en sequndos, y el nimero de iteraciones
(n). El simbolo “-” indica que hubo divergencia del método considerado (se excedi6 el
nimero maximo de iteraciones permitido ( N = 500 )).

] \ N = 500 H PSBE | DFPE | BFGSE | SR1E \

nco Tol t n t n t n t n
4 1073 1 152 || — — 0.5 69 i
4 1075 — — — — 1 134 | — | —
4 106 — — — — 2 319 - | =
5) 1073 — — — — 1 116 - | =
5) 107° — — — — 1 153 - | =
5) 106 — — — — — — - | =
6 1073 — — — — 1 78 - | =
6 107° — — — — — — - | =

Tabla 4.1: Resultados de los métodos secantes estructurados para la evaluacion de la funcion seno.

| | N=500 | GN | LM | BFGSE

nco Tol t|n| t n t n
4 1073 - - 1| 160 | 0.5 69
4 1075 - - - - 1 134
4 106 - - - - 2 319
5) 1073 - |- - - 1 116
5) 1075 - | - - - 1 153
5) 10-¢ -] - - - - -
6 1073 - | - - - 1 78
6 1075 -] - - - - -

Tabla 4.2: Resultados de los métodos de Gauss-Newton (GN), Levenberg-Marquardt (LM) y secante
estructurado (BFGSE) para la evaluacion de la funcidn seno.

En la Tabla 4.1, podemos observar que en general, el método BFGSE convergio en el
menor tiempo y numero de iteraciones, mientras que los métodos DFPE y SR1E no
convergieron en ningun de los casos.
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De la Tabla 4.2, observamos que para Tol < 107° y nco =4 y 5, el método BFGSE
siempre converge y lo hace con un mejor desempeno numérico que los otros métodos
comparados aqui. Ademas, el método Levenberg-Marquardt presenté mejor desempeno
numérico que Gauss-Newton.

Cabe mencionar que, la divergencia en los métodos secantes estructurados PSBE, DFPE,
Levenberg-Marquardt y Gauss-Newton, ilustrada en las Tablas 4.1 y 4.2, se debe a que
se alcanzo el nimero maximo de iteraciones permitido, N. Sin embargo, las Tablas 4.3
y 4.4 ilustran la sensibilidad de los métodos, en cuanto a convergencia se refiere, a la
escogencia del nimero maximo de iteraciones.

| | N=25000 | PSBE DFPE BFGSE
nco Tol t n t n t n

4 1073 1 152 61 1000 1 69
4 1077 25 | 4103 — — 3 329
5} 1073 36 | 4225 45 5374 1 116
) 1075 70 | 5298 || 273 | +25000 1 153
6 1073 43 | 5017 43 5005 1 68
6 1077 87 | 1090 — — 40 | 4709

Tabla 4.3: Otros resultados de los métodos secantes estructurados para N = 25000.

| | N = 25000 GN LM BFGSE
nco Tol t n t n t n
4 1077 - - 23 | 1395 | 3 329
4 1073 - - 1 160 1 69
5 1075 - - - - 1 116
5 1073 - - 146 | 665 1 153
6 1077 92 | 425000 - - 1 68
6 1073 172 4230 - - 40 | 4709

Tabla 4.4: Otros resultados de los métodos de Gauss-Newton (GN), Levenberg-Marquardt (LM) y secante
estructurado (BFGS) para N = 25000.

Por otra parte, la divergencia del método SRIFE se presento por el mal condicionamiento
de las matrices de actualizacion.
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257

Figura 4.2: Aproxzimacion inicial de la funcion seno.
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Figura 4.3: Aproximacion final de la funcién seno.

Es importante mencionar que el minimo obtenido en todos los casos fue absoluto, ya
que, en este caso, el tamano del residuo fue del orden de 1073, lo que podemos observar
en las Figuras 4.2 y 4.3, en las cuales aparecen, la gréficas de la funcién seno (cruces
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de color azul) y de su evaluacién (circulos de color rojo) dada por el algoritmo, en la
primera y la ultima iteracién, respectivamente.

Problema 2: Prediccién de consumo eléctrico [14][25].

Una empresa abastecedora de energia eléctrica, en una poblacién, debe garantizar que el
servicio siempre llegue con buena calidad y, de ser posible, a un precio justo. Para que esto
ocurra, el servicio debe entregar energia a todos los puntos que lo requieran, mantener
los limites de la frecuencia y la tensién con valores dentro de un rango tolerable y operar
con costos minimos, tanto econémicos como ambientales. Por tal motivo, es indispensable
una planeacién exhaustiva del sistema que nos permita, no solo conocer su estado actual
en cualquier momento, sino también estados futuros, con el fin de no producir en exceso,
ya que habria desperdicio del servicio y danos en el medio ambiente, ni producir tan
poco, que no sea suficiente para cubrir las necesidades del servicio.

Una de las partes indispensables en esta planeacion es la prediccion del consumo de
carga eléctrica. El interés de esta prediccion radica en la necesidad de que las empresas
productoras o vendedoras de energia de la regién conozcan con antelacion las necesidades
de su mercado para poder planear la distribucion futura de la energia eléctrica, con el fin
de optimizar tanto la produccion como su abastecimiento. Por tal motivo, este problema
consiste en predecir la demanda de consumo eléctrico en una regiéon para una hora y un
dia cualquiera, en anos futuros.

Hasta hace poco, los métodos usados por estas empresas eran estadisticos [25], sin em-
bargo, este problema fue resuelto en una investigacién en la Universidad Tecnolégica
de Pereira, en el anio 2000 [25], mediante una red neuronal de 4 capas (Figura 4.4): la
capa de entrada, con dos neuronas que corresponden al dia y la hora; la capa de salida,
con una neurona que corresponde al consumo eléctrico en kilovatios (kw); la primera
capa oculta, con doce neuronas, vy la sequnda capa oculta, con ocho neuronas. Como fun-
ciones de activacién usaron la tangente sigmoidal (tansig), en ambas capas ocultas, y la
identidad (purelin), en la capa de salida, y como algoritmo de entrenamiento, el método
de Levenberg-Marquardt que aparece en el Toolbox de MATLAB®.

Para generar vectores iniciales, procedimos de la siguiente forma. Inicialmente, generamos
aleatoriamente dos vectores wo = randn(149,1) y w; = randn(149,1). Luego, genera-
mos otros vectores iniciales de la forma awg y pwi+wq, para o = 1, 1.2, 2, 2.5, 10, —10, 10?
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Figura 4.4: Perceptron multicapa, para el consumo eléctrico.

y =1, 10, 102, respectivamente. El vector aleatorio w, utilizado fue

Consumo
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para by = 2.436 y

~1.563
0.111
1.397
2.096
2.560
1.267
0.948
—1.387
26.197
—0.523
—2,269
—20.404

€l
I

gl
I

1.260
0.608
—0.822
—0.142
—0.562
0.784
0.111
—0.969
0.659
—0.580
0,503
0.013

566666110.129
69469642.435
—32640.109

6.936

—0.004

—0.252
—3096794820.345
18808535.740

—139321.291
1.657

1.611

—0.777

—20.999  0.615
0.426  0.832
0.552 —0.599
19.961  0.654
—-0.361  1.637
1.410  0.985
—0.836 —1.585
—0.473 —1.895
23.105  0.387
0.174 1.834
1,685 —1,378
10.334 —0.719

27979231.394
—66918981.288
—4407825.231
—19.096
—0.018
—0.275
1751633.739
—111934251.209

—145561.191
—495.152

—0.845

1.404
—0.853 —0.4612
0.786 —0.269
—0.903 0.345
—0.771  —0.808
1.214 0.836
—1.231 0.566
21.288 0.212
0.105 —0.985
2.659 —0.251
—21.086 1.453
0,318  —1,066
0.006 —1.077

0.925
24.727
1.702
—2.357
—23.666
—-0.163
—23.633
0.371
—0.513
—3.314
1,083
0.206

—1.349
—1.310
0.220
—0.319
0.257
1.040
—0.340
—1.319
—0.163
—1.040
0,052
—0.890
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0.723
—0.284
0.178
0.886
0.902
—0.588
—0.513
—0.927

—2123530102.903
809138.183
38981761.231
—190610280.076
—643175.476
—1203339.139
—1.266
—407.789
—4.144

5.733

3.931

—3.363

—1.938
2.050
—22.34
—0.664
—0.1761
—0.6515
1.418
2.421

donde w; y w, son vectores que se obtienen utilizando el comando de MATLAB®
w, = reshape(wy, 24, 1) y wy = reshape(ws,, 96, 1), dando como resultado dos vec-
tores de 24 y 96 componentes, respectivamente.

En las pruebas numéricas para el Problema 2, usamos 112 datos de entrenamiento
extraidos de los datos usados en [25], los cuales, para mayor claridad en la lectura de este
documento, los presentamos en la Tabla 4.5, cuyas columnas contienen los promedios
histéricos de consumo eléctrico, en una poblacion de muestra a la que se le hizo un
seguimiento, hora a hora, durante una semana.

| | 0 1 | 2 | 3 | 4 | 5 6 | 7
Lun | 1.2300 | 1.0889 | 1.0289 [ 0.9879 | 0.9879 | 1.1050 | 1.3729 | 1.6649
Mar | 1.6049 | 1.4389 [ 1.3631 | 1.3559 | 1.3439 | 1.3890 | 1.5699 | 1.7750
Mie | 1.6630 | 1.4689 | 1.3890 | 1.3751 | 1.3611 [ 1.4140 | 1.6040 [ 1.8009
Jue | 1.7299 | 1.5159 [ 1.4320 | 1.3931 | 1.3909 [ 1.4310 | 1.6140 [ 1.8170
Vie | 1.7129 | 1.4569 [ 1.3461 | 1.2880 | 1.2331 [ 1.1911 | 1570 [ 1.1700
Sab | 1.7130 | 1.2821 [ 1.1820 | 1.1220 | 1.0961 [ 1.1059 | 1.1710 [ 1.2751
Dom [ 1.4140 | 1.3250 | 1.2249 | 1.2239 [ 1.1240 | 1.0191 | 0.9989 | 0.9989
| B 9o | 10 | 11 [ 12 [ 13 14 | 15
Lun | 1.6649 | 2.1569 [ 2.3230 | 2.3659 | 2.3731 [ 2.2311 | 2.1560 [ 2.2080
Mar | 2.0180 | 2.1900 | 2.3359 | 2.3630 | 2.3359 | 2.1560 | 2.0799 | 0.1651
Mie | 2.0739 | 2.2301 [ 2.3649 | 2.3990 | 2.3580 | 2.2000 | 2.1231 [2.1749
Jue | 2.0989 | 2.2260 [ 2.3810 | 2.3741 | 2.3021 [ 2.1459 | 2.0581 [ 2.0809
Vie | 1.2139 | 1.3370 [ 1.4799 | 1.5740 | 1.5951 [ 1.5771 | 1.5629 [ 1.5320
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Sab [ 1.4121 [ 1.5450 [ 1.7110 | 1.7410 [ 1.7129 [ 1.6200 | 1.1570 [1.5831
Dom [ 0.9790 [ 1.0150 | 1.1271 [ 1.271 [ 1.2950 | 1.3130 | 1.2909 | 1.2600
| [ 16 [ 1w ] 18 | 19 [ 2 [ 21 | 2 [ 23 |
Lun [ 2.2949 [ 2.3741 [ 2.5000 | 2.4340 | 2.3560 | 2.0000 | 1.9890 [ 1.8080
Mar | 2.2551 | 2.3671 [ 2.4770 [ 2.4310 | 2.3540 [ 2.2100 | 1.7085 | 1.7000
Mie | 2.2049 [ 2.3349 | 2.4640 | 2.3780 | 2.4140 [ 2.0040 | 1.8582 [ 1.7071
Jue | 2.1651 | 2.2380 [ 2.2820 | 2.1540 | 2.1020 [ 1.9950 | 1.1.9040 [ 1.8590
Vie | 1.5440 | 1.6380 [ 1.7310 | 1.7480 | 1.7921 [ 1.8321 | 1.8620 [ 1.7930
Sab [ 1.6251 [ 1.6251 [ 1.8950 | 1.9040 | 1.9310 | 1.9360 | 1.9580 | 1.7480
Dom [ 1.2669 | 1.3631 | 1.1530 | 1.6020 | 1.6440 | 1.6150 | 1.5030 | 1.4990

Tabla 4.5: Datos del consumo eléctrico en una semana

Los resultados de las pruebas numéricas para el Problema 2, los presentamos en las
Tablas 4.6 y 4.7. La primera tabla contiene informacion de los algoritmos secantes
estructurados obtenida a partir de puntos iniciales de la forma awy y pw;, + wy. Exac-
tamente, la primer columna contiene los valores de a y de p utilizados. Las cuatro
columnas siguientes contienen, para cada método secante estructurado, la tolerancia usa-
da (Tol), el tiempo de ejecucion (t), medido en segundos y el nimero de iteraciones
(n). La segunda tabla, contiene los resultados de la comparacién de los métodos de
Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt y secante estructurado (BFGSE), a partir de estos
puntos iniciales. El simbolo “-” indica que hubo divergencia del método considerado (se
excedié el nimero méximo de iteraciones permitido, (N = 200)).

[ [N=200] PSBE | DFPE | BFGSE | SRIE |

« Tol t n t n t n t

1.0 107° 35| 6 69 | 6 |103| 6 | 13.7
1.2 102 26 | 4 51 | 4 | 7.6 4 ]10.1
1.2 10 44| 8 8.8 13.1 17.4
10 1072 3.5 | 6 69 | 6 1103 | 6 | 138
10 1076 53| 10 | 10.5 ] 10 | 15.8 | 10 | 20.2
-10 102 3.5 | 6 69 | 6 1104 | 6 |13.8
-10 106 6 10 6 10 6 10 6

100 10~2 45| 8 89 | 8 |13.2| 8 |17.5
100 10 54| 10 | 10.7 | 10| 16.0 | 10 | 204
1 Tol t n t n t n t

-
~

co
0]

S | Co| Co| GO Oy CO| O CO| = O
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1.0 1072 26 6 [62]4]96] 6 [122]4
1.0 1076 53110 | 97 8 [140] 8 |184 |8
10 1072 35| 6 | 61 4|87 | 4 |[11.1]4
10 1076 441 8 1 98 [10] 150 10 [ 1948
10 107 5 3 8 [ 7] 7 5 6 |6
102 10° |165[223] 6 | 3] 8 7 8 |7

Tabla 4.6: Resultados de los métodos secantes estructurados para el problema del consumo eléctrico

En la Tabla 4.6, podemos observar que, en general, los 4 métodos secantes estructurados
tienen un buen desempenio numérico (similar en todos los casos), en cuanto a tiempo de
ejecucion y nimero de iteraciones, excepto, cuando p = 102, y Tol = 1072, caso en el
cual, el método PSBE empled mas tiempo y convergié en un nimero mayor de iteraciones
que los otros métodos.

] \ | GN | LM |BFGS|BFGSE‘

« Tol | ¢ n t n t n t n
1.2 11072 | - - |64 112|151 | 4 | 7.6 4
1.2 1107 | - - - - 129620 |13.1| 8
10 | 1072 | - - - - 270241103 | 6
10 [ 1079 | - - - - | 35428158 10
102 [ 1072 | - - - - | 317126 |13.2| 8
102 [ 107° | - - - - 136.6 30|16.0| 10
’ i \ Tol \ t \ n \ t \ n \ t \ n \ t \ n ‘
1.0 | 1072 ] 69 | 118 | - - | 284126122 4
1.0 | 107192 | 164 | - - 130124184 | 8
10 [ 1072 | - - - - 121418111 4
10 [ 1079 | - - - - [ 3571301194 | 8

Tabla 4.7: Resultados de los métodos Gauss-Newton (GN), Levenberg-Marquardt (LM) y secante es-
tructurado (BFGS) para el problema del consumo eléctrico

Con relacion a la Tabla 4.7, podemos observar, como esperdabamos, el buen desempeno
numérico del método BFGSE en comparacién con los métodos BFGS, Gauss-Newton
y Levenberg-Marquardt, en todos los aspectos comparados. Ahora, si solo comparamos
los métodos Gauss-Newton y Levenberg-Marquardt, vemos que en casi todos los casos
hay divergencia. Esta divergencia esta condicionada al ndmero mdximo de iteraciones
permitido en cada algoritmo ( V'), tal como sucedié para el Problema 1.
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Por otra parte, podemos observar que los resultados obtenidos estan acordes con la teoria
sobre los métodos estudiados, la cual garantiza que para problemas de gran tamano, la
convergencia de los métodos secantes estructurados, en especial el método BFGSE, en
general es mejor que la de los otros métodos con los cuales hicimos las comparaciones

5].



Capitulo

Comentarios finales

El estudio de redes neuronales artificiales constituye en la actualidad un amplio y ac-
tivo campo en el que pueden interactuar investigadores de muchas y diferentes areas,
para resolver problemas préacticos y ttiles tales como, control de procesos industriales,
reconocimiento de vehiculos en los peajes de las autopistas, prevision de consumo eléctri-
co, entre otros. En este contexto es quiza, el perceptron multicapa, con su algoritmo de
entrenamiento de retropropagacion de errores, el modelo neuronal méas utilizado.

Métodos numéricos tradicionalmente usados en el entrenamiento supervisado del per-
ceptron multicapa como por ejemplo, descenso por gradiente, Newton, Gauss-Newton y
Levenverg-Marquardt requieren del calculo de la matriz hessiana de la funcion error, es
decir, requieren informacion de segundo orden, lo que representa, a pesar de las buenas
propiedades de los métodos, una desventaja de ellos, ya que los hace inadecuados para
problemas con un elevado nimero de neuronas. En este caso, el calculo analitico del
hessiano es muy dificil o muy costoso, computacionalmente, dado el gran nimero de
operaciones involucradas en el proceso. Una alternativa la representa el método secante
estructurado, el cual no requiere explicitamente el calculo directo de la matriz hessiana
de la funcién a minimizar y ademas, aprovecha la estructura del problema, sin contar
con las buenas propiedades de convergencia que posee.

Motivados por las buenas caracteristicas del método secante estructurado, en este trabajo,
lo proponemos e implementamos, por primera vez, para el entrenamiento del perceptron
multicapa, y analizamos numéricamente su desempeno comparandolo con los métodos:
Gauss-Newton y Levenverg-Marquardt.

48
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Resultados de pruebas numéricas preliminares indican un buen comportamiento numéri-
co del método propuesto, pero creemos que es necesario realizar mas experimentacion
numeérica con diversos problemas de aplicacion e introducir métodos de busqueda global,
con lo cual se abre la puerta a nuevas investigaciones.
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